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APPLICATION DE L'ETUDE
DE CERTAINES FORMES LINEAIRES ALEATOIRES

AU PLONGEMENT D’ESPACES DE BANACH
DANS DES ESPACES L'

Par Jean BRETAGNOLLE
er Dmier DACUNHA-CASTELLE.

INTRODUCTION ET PRINCIPAUX RESULTATS.

Dans cet article, nous développons certains résultats annoncés et brie-
vement démontrés dans les Notes ([10], [11]). Le probleme essentiel est
d’étudier quels sont parmi certains espaces de Banach, les espaces de
type p. Les techniques utilisées sont des techniques d’analyse relevant
pour 'essentiel d’idées probabilistes.

Derinition. — Un espace normé B est dit de type p(1—p—ow) 5’1l
existe un plongement (application linéaire bicontinue) de B dans un
certain espace L”(X, m).

En d’autres termes, st B est séparable, dire que B est de type p c’est
dire que la dimension linéaire de B (au sens ou Banach Ientend dans
Théorie des opérations linéaires) est inférieure a celle de L?(R, @, dz).

Les premiers résultats (Banach, Zygmund) concernent les espaces [
de type p. Dans notre travail avec J.-L. Krivine [12], complété par les
travaux propres de Krivine [3], nous avons donné une condition néces-
saire et sullisante simple pour que B soit de type p.
 Le cas p= o est trivial.’

Le cas 1=Zp=2 se traduil par la condition nécessaire et suflisante
sutvante : la fonction @ — || 2 || est de type négatif sur B. 51 p > 2, p £ 2n,
on a des conditions algébriques plus compliquées du méme genre.
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438 J. BRETAGNOLLE ET D. DACUNHA-CASTELLE.

Pour p =2n le probleme est un peu plus compliqué (voir [3]).

Cependant, ces conditions simples ne sont pas faciles & vérifier dans
des cas concrets. Le cas concret que nous étudions ici contient en parti-
culier le cas des espaces d’Orlicz.

Une 1dée qui se dégage de ce travail est que le probleme du type d’un
espace est lié a la défimition d’un ordre convenable sur les fonctions de
type négatif f réelles qui ameéne a passer naturellement de ’étude des
espaces de type p a celle des espaces de type f avec une généralisation
immédiate, [ fonction d’Orlicz.

Indiquons les principales définitions et les résultats dans le cas parti-
culier d’espaces de suites.

Soit B un espace de Banach de suites réelles ¢ = (¢,), ey, s0it d Pespace
des suites nulles a partir d’un certain rang.

Un espace B est dit z-p-invariant si :

19 d est dense dans B.

20 S1 (Cn)uen€d, ||(ca) || = encsm || pour tout choix de <, |z,
tout choix de la permutation ¢ d’un nombre fini d’entiers.

2

=1, et

L’exemple le plus simple de tels espaces est celui des espaces [, des

suites (c,),en telles que Ef(c,,)< ©, ou f est une fonction définie

n=1

sur [o, 1], f(o)=o0, f(1)=1, [ convexe, strictement croissante (dans
la I¥® partie nous développons ces définitions des espaces ¢-p-invariants
et des espaces d’Orlicz).

Une forme aléatoire X sur N est une application N — L(Q, @, P),
espace des classes de variables aléatoires de (Q, A, P).

On note lx‘l’espace des suites (c¢,) telles que Eck X (k) converge en
probabilité, [X, P] la complétion de X(d) en probabilité, de méme I,
et [X, «] désigne respectivement ’espace des suites (¢,) qui convergent
pour la métrique « et la complétion de X(d) pour cette métrique. Enfin,
on note K(q, p) la classe des fonctions d’Orlicz (définies & une équivalence

f———f) soit décroissante, J:—(fl soit croissante.

multiplicative pres) telles que —

Le théoréme principal est le suivant :

B est de type p st et seulement si c’est un espace d’Orlicz tel que f€ K(2, p).

La suite des résultats et le plan de ce travail sont les suivants (traduits
en termes d’espaces de suites). '

Dans la Ir¢ partie, on étudie les espaces de Banach intervenant dans

Particle, et on établit des correspondances entre les classes K(2,0)
et K(2, 1) avec des classes de fonctions de type négatif.
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Dans la 1I¢ partie, on étudie les espaces ly, Iy ,, lx» On montre qu’ils
sont isomorphes aux sous-espaces [X, P], [X, p], [X, f] de L (Q, &, P) dans
le cas ou la forme X est une suite de variables indépendantes et équi-
distribuées. La partie vraiment intéressante du point de vue probabiliste
est celle qui consiste a étudier les cas d’égalité des espaces [X, P], [X, 1],
[X, pl, [X, f]. On en déduit d’abord des critéres de convexité pour [X, P],
de réflexivité pour [X, 1], d’existence de moments et aussi la condition de
plongement d’un espace L? dans un espace L, (probléme inverse de celui
étudié ic1). Nous pensons exploiter ultérieurement cette méthode pour
d’autres problémes.

Dans la IIIe partie, on étend ces résultats au cas de variables échan-
geables.

Dans la IVe partie, on démontre le théoréme principal en remarquant
que si un espace B est de type p, on peut construire une forme X a accrois-
sements échangeables et stable d’ordre p telle que [X, P] = B. La cons-
truction est un peu technique mais simple dans son principe.

En fait Particle est écrit dans le cas un peu plus difficile mais plus riche
d’espaces fonctionnels. Les difficultés techniques ne sont pas beaucoup
plus grandes, le seul ennui provient de la nécessité d’étudier la repré-
sentation des processus a accroissements échangeables, extensions de la
notion de variables échangeables. Cela est fait dans I’appendice adjoint
a Darticle en suivant les idées de Krivine [3] sur les algebres archimé-
diennes.

PREMIERE PARTIE.

DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES
CONCERNANT CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS
ET D ESPACES DE BANACH.

1. ¢-EsPAcEs ET ESPACES D ORLICZ; RAPPELS ET NOTATIONS (‘).

1 (a). Sur ’ensemble des fonctions R** — R** continues, on définit la
relation d’équivalence m par ¢, ¢, s’il existe des constantes strictement
positives a, b, ki, k., telles que

(m) aq (kiw) Z g, () Zbq, (ko)  pour tout «we R+

cependant si 'on restreint (m) & u << u, (resp. u > u,) on notera (m,)
[resp. (m.)] la relation obtenue.

(") Pour I'ensemble de ce paragraphe, on pourra consulter les articles [4] et [5] et
le livre [2].
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Nous utiliserons la notation suivante (peu correcte mais sans ambi-
guité) : si (p) est une certaine propriété, nous écrirons ¢~(p) s’il existe
dans la m-classe de ¢ une fonction ayant la propriété (p).

g-fonction ([4],[b]). — On désignera ainsi une fonction g équivalente
a une fonction ¢, croissante, continue, limg, (u) =o, limg, (u) =o. Si,

de plus, ¢, est convexe [smt ()

d’Orlicz.

cromsante] on dira que g est une fonction

1(b). Espaces L,(V,®, ) d'un espace mesuré [p-mesure normale,
c’est-a-dire que (V, @, u.) est somme directe (de cardinal quelconque) d’es-
paces de mesure finie]. Si g est une classe de fonctions V- R* (pour I’éga-
lité p.-p. p.), on pose

(o) = [ JCig]) de.
Jy

Ly={g; ilexiste 2, Ae R tel que I,(Ag) << !.
L, est un espace vectoriel métrique [par exemple pour la distance
dy(0, g) = min {2, 1,() < 2] (cf. [5))
Condition A,. — g€&(A,) s’1l existe k> 1 tel que pour tout z, on ait
| g(a) Zkq ().

Convergence en moyenne. — On dira que g, tend vers g en moyenne
dans Ly st I,(| g — g.|) tend vers zéro.

Prorosition ([2], [5]). — f€A, est une condition nécessaire et suffisante
pour que, pour tout espace (V, 03, 1), la convergence en moyenne et la conver-
gence pour la distance d, soient équivalentes dans L (V, B3, 1) et que Uespace
E(V, @3, ) des fonctions étagées soit dense dans L.,.

Espaces d’Orlicz. — Si f est une fonction d’Orlicz, alors L, est un espace
de Banach, de plus si f&€(4.), nous pouvons prendre comme norme sur L,
la norme (dite de Luxembourg) :

gl =int{e> o0, 1,(£) 2.

Espaces s-normés. — Nous appellerons s-norme ([5]) une métrique
s-homogéne o <s <1 (| hgl=|A ] gll)

Prorosition ([b]). — La condition f(u)*q,(w), ot ¢. est une fonclion
d’Orlicz est nécessaire et suffisante pour que L, soit s-normé o < s <r1;

et on peut poser
| &lls=inf{e, 1/<~1.)41)
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Remarque générale. — 51 1. est diffuse, de masse infinie, nous nous inté-
resserons aux ¢-fonctions générales; si 1 est finie (resp. si 1 est la mesure
de Haar sur Z) il n’y a lieu, pour I’étude de L,(}), de s’intéresser qu’aux
valeurs de f sur [1, o[ (resp. aux valeurs sur Jo, 1]). Dans toute la suite,
nous nous intéresserons essentiellement aux deux cas suivants : p. mesure
diffuse infinie, y. mesure de Haar sur Z, comme nous ’avons expliqué
dans l'introduction. '

2. Crasses K(p, p’) ET FONCTIONS DE TYPE NEGATIF.

2 (a) Définition de K(p, p’). — On désignera par K(p, p’), p, p’'>o0,
Pensemble des m-classes de fonctions ¢ ayant la propriété suivante

M Ji(w)

1224 ur'

il existe f€gq, f1€q telles que
croissante.

soit décroissante et que soit

2 (b) Fonctions de type négatif. — Une fonction ¢ : R — C est dite de
type négatif si ¥ est continue, ¢(0)=o0, et si, pour tout n, tout {;€R,

n

tout o, €R et Zpi:o, on a
1
Z‘P(’i—ti)PiP/éO-
ij

La formule de Lévy-Khintchine ([1]) donne une représentation des
fonctions de type négatif; pour la suite nous nous limiterons au cas

réel (¢ : R - R), on a alors
_ (" - o 2
Y (1) __[ (1 —costx) dM (z) + 5!

ou c€R* et dM est une mesure de Lévy sur R*, c’est-a-dire que dM est
telle que [mdM<oo et f 2 dM(z) <. Nous appellerons fonction de

Lévy associée a dM, la fonction

M (2) :fde(u).

2 (¢) Les théorémes suivants caractérisent les classes K(2,0) et K(2, 1).

Tatorime 1.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
1° g€ K(z2, 1);

20 il existe une fonction de Lévy N telle que

1

(/,"\LJm?fxuN(u) (lu,+.rf N () du;
[ 1
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30 il existe une fonction de Lévy M telle que

qLx [ (1—e )y M (u) du;
0

40 il existe une g-fonction q, telle que q,(yx) soit concave et q* q, ;

0 7 o : .. Y(a) ™ :

50 il existe une fonction de type négatif , telle que ~——— q. croissante
et g,

Tutorime [.2. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1° g€K (2, 0);

1

20 il existe une mesure de Lévy M telle que qﬁaff uM(u) du;

0
30 il existe une fonction de type négatif b, telle que Y r~oq croissante
et ¢~
Démonstration :

(a) Théoréme 1.1 : Il est évident que 2 -1 et 4—>1.1—>4 (cf. [4]).
-2<>3, la m-équivalence se conservant par intégration, cela résulte
de (1 —e™“)trou.

La démonstration élémentaire de 1—2 est assez longue, il est plus
simple de montrer que 4 — 2 (cf. aussi [8], p. 333 et [4]).

La démonstration de 5<>1 sera donnée dans le paragraphe II.3.

(b) Théoreme 1.2 : 2 —1, évident; 1— 2, élémentaire (cf. aussi [9]).
1<>3, la démonstration sera donnée dans le paragraphe II.2.

3. Espaces pE BanacH ¢-p-IiNnvariants. EspacEs pE TYPE p ET f.

3 (a) Espaces s-inyariants. — On dit qu’un espace de Banach B de classes
de fonctions mesurables sur (V, @3, 1) [B, sous-espaces de M(V, @3, 11)] est

un espace e-invariant si :
1 E(V, 8, 1), espace des fonctions étagées est dense dans B.
20 Pour toute fonction mesurable ¢ telle que |¢| =1, pour tout f€B,

on a :f€B et ||cf| =] f]|

Remarque. — Dans la plupart des problémes concernant les espaces de
suites on remplace avantageusement la - définition précédente par la
suivante :

Soit (Z,) wune suite de variables de Bernoulli indépendantes

[P(Zi: +1)= ;], alors on dit que B est ¢’-invariant si

(cn)nen€B implique chZ,lgB p-s.
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et pour toute suite de d,
I (cu) Il = (ealn) || Pp-s.

Exemples. — Les espaces L?, 1=p, les espaces d’Orlicz L,, f€A.,.

Nous allons préciser quelques propriétés de ces espaces.

-

Lemme 1. — Sur R*, n>>1 toute c-norme (norme faisant de R" un espace
e-inpariant) est monotone pour Uordre naturel.

Démonstration. — Soient (x4, ..., %) < (Y4, ..., yn) deux points de R?
avec, par exemple, z, <<y, et x;="y; (21 n).
On a

Zy=pYi+q(—r1), pP+q9=1
(2, o) [ =Py peas s pa) ([ g (=01)5 g2y -y g

et d’apres la propriété ¢ :

12T o | Ll | P O A I
~d’out le résultat par itération :

fy, ooy || Z M yis yay oon Yall-

Lemme 2. — Si g,h€B et gh=o0 alors || g|| <| g+ |-
En effet

&= —; (g+h+g—n),
done
gl 2 llg+hll+Ilg— R
Zllg+ ] (e-propriété).

Indiquons d’abord un résultat sur les c-espaces de suites.

St B est un c-espace de suites, st g€B et si “g est la suite ¢ tronquée
a k(g(n)) =o pour n>k, alors :

(1)"g 2 83
(11) la norme est monotone sur B munt de Uordre naturel [u<<y¢ st
u(n) = ¢(n) pour n€N*].

Comme E est dense dans B, il existe une suite g, % g, g.€E :
IIAg_g’[ é Hg"gm H -+ “k mT /‘g” -+ Hgm_ kgm ”
Soit ¢ >0 fixé, pour m assez grand || g — gn| < Z D’apres le lemme 2,

% =gl =1 (g =2 1 £l 8 — ]l
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~ Pour k assez grand, on a “f,,= f,, et donc pour k assez grand, || g —“g|| ¢
donc *g 4 g dans B.

Soient maintenant [/, et g€B, f~_ g implique *f="'g et, d’aprés ce qui
précede, || “f|| =<="g|| (lemme 1) et par passage a la limite, ||f||=| g||-

Etudions maintenant le cas général.

Prorosition. — Pour tout f€B espace-c il existe une suite f; de fonc-
ttons étagées telle que fr— f p-p. s. et dans B. De plus la norme est monotone
sur B [munt de Uordre naturel f="g st f(v)=_g(v) u-p.s.].

Démonstration. — B est réticulé puisque [ signe f€B (c-propriété) et
donc aussi gUf et gnf.

(a) Soit |f|=m < u-p.s. et f=o0 en dehors d’un ensemble A,
h(A)<w. Comme E est dense dans B il existe une suite f,,€E telle

B
que fn % f.

On peut toujours choisir f, a valeurs dyadiques [f,,€E, d’apres le
lemme 1 il existe une suite a valeurs dyadiques (on se place dans I'espace
. . . e N B

de dimension finie associée a f,.), f.. telle que f 4 f, et donc f}," % f].

Soit “f une suite telle que “f4f w-p.s. et f—/f< %, k dyadique.
Une telle suite existe d’apres les hypotheses faites sur f dans (a). On a

R A e 20 [ ol R e R Bl (W A

Soit € >o0 fixé, pour m assez grand | f,.—f|| < i Soit alors k> k,

tel que “f,,— f,,=o0 (ce qui est loisible puisque k est dyadique et que f,
ne prend qu’un nombre fini de valeurs dyadiques) :

. - p . . 2
A/ - Ajm =g+ _/ - jm avec ! e | i:/_. 7 *
A

Donc .
f =4l < — Sl + 11 81]-
Pour k> k., :

== /%H 1, Hé% et done Af4f p.p.s. et dans B.

(b) Soit maintenant o << f<<m. f étant mesurable, est nulle en dehors
d’une infinité dénombrable d’ensembles A; wm(A;) < [puisque I est

normale, ¢f. § 1 (b)]. Soit A:ZAi,

f=f1s+f1y_,,€B etaussi f1,,— f1y_,,€B (e-propriété),

donc f1,,€B.
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=N
o

Pour tout ¢ il existe k; tel que

[[hi(f1n,) — f1y ] = ii:» (z,—0), dapres (a),

donc si 'on pose g,L=2"'“’>fIAi, on a

i=1

gntS ppes,  mel et g L)
(¢) f est quelconque. Soit A,={¢, n_f(v) <n-4+1}. Soit g—>o0
D’aprés (a) et (b) 1l existe une suite "”'f1, € E telle que
1 (1) = 1] =25
done si 3
=Y. (f14,),
n=i
8r€ E et e S ‘ufl).s., s 2 f
On démontre de méme la monotonie de la norme.
(3 b) Espaces p-invariants. — Soit B un espace de Banach de fonctions

mesurables sur (V, @3, 1) [B, sous-espace de M(V, &, u)].
B est dit p-invariant si :
(1) E est dense dans B;

(1) s1 fe€E, ||tf||=|f]| pour tout T€% groupe des automorphismes
d’algébre de B conservant la mesure u;

n n
si f:z 7\5 Lians ’!'f:E ;z Tz ap-

i=1 i—=1
L’espace B est dit e-p-invartant s’1l est c-invariant et p-invariant (*).

Ezemple. — Les espaces L2, L, etc.

Dans le cas des espaces de suites, ces définitions coincident avec celles
de ¢-g-invariance données dans 'introduction.

(3 ¢) Plongements, espaces de type [ et de type p.

DeriniTion. — On dira qu'une application linéaire Z d’un espace
vectoriel normé B dans un espace vectoriel C est un plongement de B dans C
de bornes (m, M) si

o <<m=inf [RACIRIEe ~sup [EACINILS =

= M << oo.
e | |z (|

Si m=M=1, on a une isométrie.

(*) Dans le cas ot 1« est 1a mesure de Lebesgue sur [o,1] ces espaces sont dits invariants
par réarrangements, dans la littérature classique.

Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 4. 57
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Soit f une classe de fonctions d’Orlicz. Un espace de Banach B sera dit
de type f's’1] existe un espace mesuré (X, m) et un plongement B -> L, (X, m).
Dans le cas ou f(z) =2 (0 < p<®), on dira espace de type p.

Remarque. — Dans nos travaux [3], [10], [11], [12] dans la définition
de type p, nous avons imposé que l'injection soit une isométrie. Nous
abandonnerons ce point de vue ici car sur les espaces d’Orlicz il n’y a pas
de norme privilégiée. Cependant comme on le verra au cours de la démons-
tration du théoréme principal, on a la proposition suivante :

Prorosition. — Si B est un c-p-espace (en particulier si B est un espace
d’Orlicz) de type p, on peut toujours choisir sur B une norme équivalente
a la norme donnée, qui soit encore -u-invariante, telle que B — L (X, m)
soit une isométrie pour celle norme.

Nous commencgons par étudier le probléme suivant : & quelle condition
un espace L? est-il de type f?

Prorosition 1.3. — (a) Si 1=p=_2, une condition suffisante pour
que L? soit de type [ est que
(L@

Py dr < pour 1=p<2,
1

fel, pour p=2.

(b) Une condition nécessaire et suffisante pour que L? soit de type p est

p=qg=n2 pour 1=—p__2.

Démonstration. — La partie (b) a été démontrée dans [12]. La démons-
_ tration de (a) est trés simple. Le résultat sera d’ailleurs amélioré dans
la deuxiéme partie.

Soit X la forme linéaire aléatoire stable (cf. [12] pour ces formes) définie
sur L*(V, &, u) par

lowEe\plZ} X (f)) = pour f;eLr (j=1, ..., n).

j=1

ZM,

Alors L? et Ly [complétion de X(Ll’) en probabilité] sont isomorphes
([12], I1Ie partie).

Soit p(.) la densité de la loi stable de fonction caractéristique
exp-|t|’; p<2. La condition cherchée résulte de I’homogénéité de p.

Supposons, par exemple, p =2, f€A,. Soit X une forme gaussienne, et

X (g)) dpP Sqqui : d,, o,
ff( (£)) < © équivaut a W[[g“ ff(x) l x <

ce qui est toujours vrai si fE€A, [et méme si f€L" (exp — :—adaz)]
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On a alors

1X(8) lpamn="0(2)

| :ii]f{(),ff<xgg)>df’él§

. 2202 0 dx
:mfjf),f x) exp — — S— = }
| ) ST ST Vem e =
et donc si 4
o —inf) 0, [f(f:')e\p_ L s’ié[},
N 0 2 \ew
on a

&= 0"0(s).

L’application éX de L* dans L,(Q, &, P) est donc une isométrie.

La méme démonstration vaut pour 1=_p <2, mais si g€L?, pour
que X(g)€L,(Q, @, P) il faut que

Sr@r(gim) 1o <=

® d
[ 1@ S <=

Revenons maintenant aux espaces L2

soit

TutortME 1.4 (de finitude). — Pour que B soit de type p(1=p <),
il faut et il suffit qu’il existe des constantes m, M et un plongement (m, M)
de tout sous-espace F de dimension finie de B dans un espace L?(Vy, By, 1g).

La démonstration de ce théoréme est identique a celle que I'on trouve
dans ([12], p. 246) a ceci prés qu’il faut remplacer I'isométrie ¢ par un
plongement (m, M).

Application aux espaces d’Orlicz.

TutoriME 1.5b. — Pour qu’un espace d’Orlicz L,(V, 3, ) soit de type p,
il suffit que L, (R, B, dx) soit de type p.

En effet, tout sous-espace de dimension finie de L/(V, 63, ) est isomé-
trique a4 un certain sous-espace de L,(R, @3, dx) (élémentaire). Donc, s’
existe un plongement (m, M) de L;(R, ®,dz) dans L?(X, m), il existe
un tel plongement de tout sous-espace de dimension finie de L,(V, @3, )
dans L?; donc de L/(V, &3, w).

Dans la suite nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes
pour que L/(V, @, i) soit de type p, lorsque dp =dx sur R.
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DEUXIEME PARTIE.

FoRMES LINEAIRES ALEATOIRES A ACCROISSEMENTS
INDEPENDANTS ET HOMOGENES.
INTEGRABILITES DE DIVERS TYPES POUR UNE TELLE FORME.

1. FORMES LINEAIRES ALEATOIRES. GENERALITES ET DEFINITION DE
CERTAINES CLASSES PARTICULIERES DE FORMES. — Solent F un espace
vectoriel, (Q, A, P) un espace de probabilité, L(Q, &, P) I'espace des
classes de variables aléatoires (pour I’égalité P-p.s.). Une forme linéaire
aléatoire X sur F est une application linéaire F — L.

Soit (V, @3, 1) un espace mesuré, E ’espace des classes de fonctions
étagées, M les classes de fonction mesurable (classes pour ’égalité p-p. p.).

De&riniTioN. — Une fonction g€M est dite X-intégrable (en proba-
bilité) ou (X — P) intégrable s’il existe une variable aléatoire 7 ayant
la propriété suivante :

19 Il existe une suite g,, g.€E,

Zn—>g PP s., X (gn) =7 en probabilité.

20 Pour toute suite h,, h,€E, h,— g p-p.s. telle que X(h,) converge
en probabilité, alors X (h,) — Z.
7 sera dite I'intégrale de g et I'on posera Z = X(g).

Dérintrion. — Nous dirons qu’une forme X définie sur E est a accrois-
sements indépendants s1 pour toute suite finie f,, ..., f, d’éléments de E,
étrangers deux a deux (fif;=o,15£7), les variables X(f.), ..., X(fn),
sont indépendantes et si, de plus, f,— o(4-p. s.) implique X(f,) - o(P-p.s.).

De telles formes sont aussi appelées mesures aléatoires, leur étude est

faite dans [13].

DerinitioN. — Nous dirons qu'une forme X définie sur E, est homogeéne
ou p-invariante si elle est invariante en loi pour'les automorphismes
d’algébre conservant i, et si elle est continue en probabilité, c’est-a-dire
s1 T€® groupe des automorphismes de @3 conservant u., { X(fi), ..., X(fx) |
et { X(=f1), ..., X(7fx)} ont la méme loi dans R" et si f, > 0 en k-mesure,
X(fs) = o en probabilité.

Dirinttion. — Une forme X définie sur E sera dite c-invariante (ou symé-
trique) s1 pour toute suite f,, ..., [,€E, tout c¢€M tel que [¢|=1, la loi
de { X(ef4), ..., X(cfn)} est la méme que celle de { X(f4), ..., X(fa) |-

2. FORMES A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS ET HOMOGENES. — Nous
allons maintenant étudier les formes a accroissements indépendants,
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homogénes et symétriques sur E(V, @3, 1) la caractérisation de ces formes
est donnée par la proposition suivante :

ProrosiTion. — Si . a une partie diffuse de masse infinte, toute forme
d accroissements indépendants homogeénes et symétriques est associée d une
fonction de type négatif réelle sur R et réciproquement.

Remarque. — 51 p. est la mesure de Haar sur Z (espaces de suites),
il faut remplacer type négatif par type positif. Dans le cas général la
situation est plus compliquée, en particulier si p. est diffuse et finie, la corres-
pondance n’est plus biunivoque.

La démonstration de cette proposition est élémentaire, la partie directe
est triviale, la réciproque résulte du théoréeme de Kolmogorov (cf. [7], p. 149)
en définissant la loi de (X(1,), ..., X(1,,)), A,;€®, ] =1, par

n R(n) n
1) expitz 2; X (14;) =exp —211. (Bo) b <2 th; p§>,
i=1

k=1 j=1

ou B, est la partition de U A; engendrée par les A; et
j=1
i__{ 1 si BrCAy,
PE o s BinA;=o0.
La continuité de X est immeédiate.

Prorosition. — Sout

(2) :f (I—costx) dM (x) + %tz alors X=X, +X,,
0 N

ot X, est la forme a accroissements indépendants associée au terme intégral,
. oo gt Yy
et X, la forme gaussienne associée a — 1% X, et X, sont indépendantes

c'est-a-dire que, quelles que soient les suites finies {f:l,{g;} de E, les
familles X, (f;) et X.(g;) sont indépendantes.

Démonstration immédiate. — Pour simplifier nous supposerons doré-
navant |- diffuse de masse infinie. Tous les théorémes restent vrais pour v
mesure de Haar sur Z, mais 1l n’en est pas ainsi pour U quelconque. Nous
noterons [ X(E), P] la complétion de X(E) pour la métrique de la conver-
gence en probabilité.

Dérintrion. — Soit f€M(V, @, u.). Nous dirons que f est X-tntégrable
s’1l existe une suite f,€LE, telle que

(1) Jof pp.s.:
(2) X(f)) > LeL(Q, a, P).
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Nous désignerons par Ly 'ensemble des fonctions X-intégrables.
Tutortme II.1.
10 f étant fixée, 1 est indépendant de la suite f,;
20 [X(E), P]={ X(f), f X-intégrable { = X (Ly);
30 Ly est un g-espace ou q€A, et est donnée par

qx () :J/f w* dM (u) (st g =0)

:w2<fn.u'sz (u)/\1> (s16>0),

dM étant la mesure de Lévy associée a X.
Remarques :

(@) On peut aussi caractériser Ly par

Ly= .‘g'; fq) (tg (¢)) dp (¢) est continue en ¢ sur R)~

a\ f
(b) 1° et 20 sont encore valables si X n’est pas homogene.
Démonstration. — Soit

\={h,heM; d(o, h) <o} ou d*(o, h) :f (z2h* () A1) dp(¢) dM (2).
V<R

Lemme. — d(hy, hy) = d(0, hy — h,) définit une distance pour laquelle A
est un espace vectoriel complet, E est dense dans A.

De plus la fonction w—d(o, uh) est croissante sur R*, continue en o,
d(o, uh) = (u\/ 1)d(o, h). Eneffet,de|a — b| N 1=Z]|a —¢c|N1+]|c—b|AT

on déduit par intégration que d est une distance.

Soit g, une (A, d)-suite de Cauchy. Comme

|imf 22 (20 (0) — g ()2 dp (0) dM (r) =0
R<E

m, n

il existe h tel que g,— h en p-mesure.

Soit g, une sous-suite telle que g, —h p-p.s. D’aprés le lemme de
Fatou, on a '

/4 limj. (L Az2gn (0)) dp () dM () Zhim (1 A\ 22272 (0)) dp(v) dM (2) < o0,
RAE

donc he€A. Soit h,€E, h,h p-p.s. (hh,>0). Le théoréeme de Lebesgue
montre alors que d (A, h) — o donc E est dense dans A..Le reste du lemme
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est immédiat, en remarquant que pour u®>>1,
Wwrar N1 u?(a* )\ 1).

Soit d, une distance associée a la convergence en probabilité; soit (g,) € E
telle que (X(gn)) soit une d,-suite de Cauchy. Posons

br(t) =—logEexpit X (f); fek,
on a alors ¢, _, (¢) - o uniformément sur tout compact, donc

l
1
s ) dso
C Yo

soit
I3

tif f [1—cosx (g, () —&m (¢)) ] dir (¢) M (2) ds— o0

0 *“ExXR

ou

f [ A 22 (80 (0) — gn (9))?] dis.(0) dM () >0
Ex<R
<car I — 5_1237 my /\w‘l)v

donc g, est une (A, d)-suite de Cauchy.

Réciproquement, comme ¢, . (8) =Zd*(tg., 1gn), si g. est une (A, d)
suite de Cauchy, alors X(g,) est une d,-suite de Cauchy. De plus,
b, (2) =fk})(tg(v)) di.(v) existe et est continue si g=1i111n g. [dans (A, d)].
On peut donc poser X(g) 1:)lim X(gn). Il reste & montrer que X(g) est indé-
pendante du choix de (g,). éloit hn€E, ghyp>o0, hy,t g 1-p.s.; g hn€A,
d’apres le théoreme de Lebesgue - g, et lim ¢, (£) =4, (¢).

De plus :
('P/’ln_‘gu (t) é di (t/I'IlL’ Ié'”)
= d (th, tg) + d(tg, ta) ],

p
et donc X(h,) — X(g.,) = 0; X(g) est donc déterminée par g. La forme
de ¢ provient de la formule )

[ @ pdp ) asten) = [ g ) di e
V<R v

q()) est croissante, q(21)=_2¢q(1), on a ¢€A,. Le théoréme est démontré
sig=o0. 91 30, on a X= X,+ X,, X, partie gaussienne,

[Xs, Pl=L2(V, &, 1) et donc Ly=Lyx,n.L?

Démonstration de 1 <>3 du théoréme 1.2 du paragraphe 2. — Supposons
que ¥ soit de type négatif et croissante (& une m-équivalence pres) et soit x
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la forme associée. On sait que

Lx= :f,vfgb (¢f(v)) dp-(») est continue en t%
mais de la croissance de ¢, on déduit que

L= [ 40 (0) i (0) < o pou wn o

et donc Y~ g fonction déterminante de Ly, soit 5 —>1.
Supposons maintenant que ¢€ K (2, 0). On sait (puisque 1<>2) que ¢
peut s’écrire

1

i

q(x) ~a? / u M (w) du

<

ou encore

q () Nf(.z:'-’u'-’ A1) dM (u),

or, pour tout a, il est facile de vérifier que 2*a*/ A1 est L1—e 7"
d’ou le résultat 1 — 3.

)

3. Formes A vaLEurs pans L2 eT L), f€K(2,0). — On considére les
formes a accroissements indépendants homogenes et symétriques a valeurs
dans un sous-espace de Banach B de L(Q, @&, P). Pour les applications
que nous avons en vue ici et dans un travail a publier ultérieurement,
nous nous intéressons au cas B= L/Q, @, P), p <. Dans larticle [9],
on trouve des résultats analogues & ceux du théoréeme II.1 dans le cas
particulier p =1. Les calculs du paragraphe sont élémentaires, mais on y
voit bien I'intérét de choisir pour f€ K(2, o) une représentation de type
négatif. '

Derintrion. — St f est une ¢-fonction, si X est une forme définie
sur E(V, @, 1) a valeurs dans L,(Q, @, P), on désigne par [X, f] la complé-
tion de X(E) dans P'espace L, (qui est complet pour la métrique intro-
duite dans la partie I).

DerFiniTioN. — On dira que g est (X — f)-intégrable s’1l existe une
variable Z qui ait les propriétés suivantes :

19 1l existe g, g.€E, g,—~ g v-p.s. et X(g.)—~>7Z dans L,(Q, A&, p);

20 pour toute suite h,, h,—> g p-p.s. telle que X(h,) converge dans L,
alors X (h,) =7 dans L,(Q, &, P).

Nous désignerons dans la suite par Ly, lcspagc des fonctions (X, /)
intégrables.
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Tutorime 11.2. — Soit f€K(2,0) ou f(z)=2ar, p <.

10 Le complété [X,f] de X(E) dans L/ (Q, &, P) est égal a {X(g),
g : (X, [) intégrable} et aussi a X(Ly).

20 Ly , est un g-espace L,x , (V, &, 1.).

St f(x)€K(2, 1) alors ¢ ,€K(2, 1).

St f(x) = a? alors g5, € K(2, 1) et pour p =2, q5 € K(2, p).

St f(x)€K(2,0), ¢x €K (2, 0) et dans tous les cas g5 € A.,.

Enfin on a la formule générale

1
2

gx,r(h) = 7\2f w* dM () +f -f(\).//,) dM (u).
' B
Démonstration. — On suppose 6*= o pour la forme X.

Premier cas : f€K(2,0) et X(E)CL,(Q,A,P). On a
BSX() = [ f(2) dFyy (o), gek
R

f (1—cosux) dM (u) dFxy (),
'R <R+

ou M est la fonction de Lévy de f puisque d’apres le théoréme 1.2 on peut
considérer f comme de type négatif et la représenter sous la forme
J(x) :f (1—cosux) dM (u).
R -
Done
Ef(X(g)) :/ (1— Oxy (1)) dM (u) (oxy (1) =EexpiuX(g))

o/ R+

— [ (1 exp — g (1)) A (1),
it
Or dM est intégrable a I'infini comme mesure de Lévy et donc
S e g ) M () =M ().
|
Soit
E/(X(2)) :f] (1 —exp — xy (@) dM (1) + Oy (1).

Montrons que X(g») converge dans L, si et seulement si :

19 g, (@) converge vers une fonction continue non nulle.
1
20 limf P g0 (1) AM (1) < 0.
n 0

Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 4. 58
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La condition ¢, (u) est nécessaire puisque X(g,.) converge en loi.
De plus, on sait qu 11 faut que Ef(X(gn)) soit uniformément borné, ce qui
nécessite :

1
ﬁf (I*exp_dfx(g(nn) dM(“) < oo,
0

Mais dy, ,(u) convergeant uniformément sur (o, 1) vers une fonction
continue, cette condition équivaut a

m

1
ﬁl;f U (g (€€) dM (1) <.
[

La condition est nécessaire. Elle est suflisante puisque 1 —e“<<u. On a
alors

‘/‘14/)((;_,) (u) dM (u) :]jj (1—cosuxg(v)) dM (u) dN (x) du.(v),
] [0, 1] X RT XKV

b (u) :f(l—cosxu) dN (z).

Montrons alors que

f b (ug) dM (u) dp. ()= H‘ 22 dN (&) dp. (v) + ’ J(xg(¢)) dN (x) dp.(v).
Hijaglan

{lag|=1}

On a 1 —cos ux g(y)~iNu’a®g*(v), donc

f (1—cosuxt) dM (u) dN (x) dp(v)
{ g <1} <[0.1]

Al

Nf x*g*(v) dN () dp.(v) puisque ‘/ wdM (1) <o (dM, mesure de Lévy),
0

(rg <1)

f (1—cosuxt)y dM (w) dN () dp. (1)
(g>1NNegelt

1
= a? gt (‘;)<j usz(u)> AN () dp.(v).
R+ <V u=~n
Enfin

/ (t—cosuaxt) dM (u) dN (x) dp. (c)ﬂﬂ / ,rlM(u)\ dN (w).(/pv(v)
(g (o) u>1) R+ <V 1

@y (v)

or d’apreés le théoreme I1.2, on a

1
f(ll;)ﬂav'-’f w? dM (1) +f dM (u),
0 1

d’ou le résultat cherché.
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Des calculs élémentaires permettent de vérifier que ¢y, €A* et
9x,€ K (2, 0) s1 I'on pose, comme dans le théoréme,

1

Ix.r (@) :Jf2f dN () +fxf(xu)dN(u,).

On a donc

gx.s () Jiﬂf b () dM (u).

On sait que X(g,) - Z dans L, équivaut a
bx g Yz et {f b (gn(v) ) dM (u) du(v) <K

soit donc a

lim | gx, /(8. () —&m (¥)) dp.(9) = o.

m,n.

Compte tenu de ces remarques, le théoréme II.2 se démontre par des

méthodes en tous points analogues a celles utilisées au paragraphe 2.

Deuxiéme cas : p=2n, n€N*, on a alors

27\,1,\

ou 'indice 2k désigne la norme prise dans L* et d; est une constante,
on a donc

2n

— d/L
A—t

Lx.p=Ln...nL¥n...nL*»=L*nL>".

Troiwsiéme cas : p>2,p*=2n, n€N".
Soit alors n€N tel que 2n <p <2n+ 2. Posons

”(I)_l-——(USL—E(——[ ?/\)l

n
12k

1L —exp — g, (¢) ——Z(-1) M () 57
TN (o) g — L 1 )
L[A(é}) |/_‘ (;/}ﬁ {0+ dt’

o0 (1 N
:f LoD et ma(g) = EX ()%,

Un raisonnement analogue a celui fait dans le cas p<<2 et des calculs
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élémentaires montrent que si X(g.) converge en probabilité, alors
E | X(gn)? reste borné si et seulement si

)~ 3 (i)

su k=1 dt
mp 0 (i
et
sup SUp Pk (Gm) << 0 o o (gm) = 44(6'5"'3 (0).
m
Posant
1
A x b
Sxp () = w”“/ W N (u) du + m/’f u’=" N (1) du
) 1
x
et

1

Jxp (@) =a*V...\Va? "\//\/,(L) m a f uN (u) du,—i—a;/’f w'—"N () du,
0 1

x

on obtient alors que

supE | X (gm) [P << équivaut a supff);m (&m) dp- < .

m

On démontre ensuite le théoréme comme dans le cas p < 2.

Application. — Fin de la démonstration du théoreme I.2.
Il s’agit de montrer que : f€ K (2, 1) = f2{ de type négatif, crois-

sante [(1) < (5)].

¢ ()
x

5=1 : soit @ fonction croissante donc Ly est un espace d’Orlicz.

Soit X la forme associée a ¢. Comme ¢ est croissante, la continuité

de f&[/ (uwg(t)dw(t) est équivalente a fﬁ]/(ug(to))dgk(u) < ®© en un
Y (®) m
e

point #,5<0. Donc ¢ 2 ¢s; donc fonction décroissante et donc

teK(2, 1).

1=5 :s1 f€K(2, 1), 1l existe une forme aléatoire X telle que Ly= Ly ,;
mais si ¢ est la fonction de type négatif associée a X, on a (voir expression
de la norme dans L') :

@) 2 [y 5

qui est de type négatif, donc f2 ¢, de type négatif.
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4. CoMPARAISON DES ESPACES Ly ET Ly ,. RErLExIvITE DE Ly,
ConvexiTE DE Ly, — On se propose de montrer un certain nombre de
résultats qui paraissent intéressants en eux-mémes (théoréeme 11.2) ou qui
sont utiles pour la suite (théoreme II.4). L’inégalité (%) qui permet de
démontrer les théoremes 2, 3 et 4 est utile dans d’autres problémes.

Tutorime 11.3. — Les conditions sutvantes sont équivalentes :

19 [X(E), P]=[X(E), 1] (ce sont les mémes E.V.T., I'identité étant
bicontinue).

20 [X(E), 1] est réflexif (ou la boule unité de [X, 1] est équi-intégrable).

30 Il existe p > 1 tel que [X, 1] =[X, p] et les p-normes sont équivalentes
sur [X, 1] pour 1=p = p.

Tatorime 1.3. — Si [X, P]=[X, p] pour o < p < 2, alors il existe 8 > o
tel que E | X (f) [P < o pour tout f€ K et [X, P]=[X, p'] pourp<=p'<Zp+38
(autrement dit 1’égalité se prolonge & un certain ouvert de [o, 2[, bien,
qu’a priort, on ne sache pas s’il existe des moments d’ordre supérieur a p).

Tutortme Il.4. — Si feK(2, p), p>1, alors il existe une forme X
a accrotssements indépendants homogénes symétriques telle que

L,=Lj,pn=DLx,,1 pour tout p'<p.
Démonstration. — Soit o << p << 2. Supposons [ X, P] = [X, p]. Nous allons
d’abord montrer une inégalité utile dans la suite. Comme [X, P]=[X, p]

d’aprés la caractérisation de ces espaces comme g-espaces, il existe k> o
tel que pour o <z <1 :

®©

x:”f ur— N (u) dlté/{x2f uN(u) du.

@X 0

Par intégration par parties, il vient

A

A » .
f u’ur—t N (1) du :<~« u+5f gt N (r) dv)
x—1 A .
+f o ui—t <f P~ N () dv> du

Z— Aaf ur—t N (u) du +x"7f “wp—t N (w) du

ax—t

A
A u
+f kup+o-3 <[ N () dv> du
1 0
soit

ko A , b 2—p= i

2—p
- A koA \p+d-
—AS — — 4 5 — D —
A/A‘ «P—" N (u) du <f0 VN(‘)d"><2_p_,3>
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. . ko . R
Soit ¢ assez petit pour que 1> —————= >0 on obtient alors 'inégalité
2—p—a0

A ot
5. k(2—p)
B g p— 2—p—08
(%) sn;p/l;‘u, wr—" N (u) duég_p_“a_kax 7 [ uN(u)du.
Appliquons cette inégalité dans le théoréme 5.1; on a 1=>3; le théo-
réme I1.3 est démontré.
On déduit aussi le théoréme I1.4 de la maniére suivante : soit p >1,

f(x_o;) croissante, donc Ji(f—) est aussi croissante et d’apres le théoréme 1.2
du paragraphe 1.2, 1l existe une fonction de Lévy N telle que

1

f(x)lixzf uN (u) (lu,—}—xf N (u) du
0 1

)

mais (on peut toujours choisir f dérivable) de ;j% (ffvf

f N (u) (Ilté%)xf N () du

0

>§o, on obtient

et donc on a [X, P]=[X, 1] et, de plus, la constante k de 'inégalité (x)
vaut ici k = 2 —p D’inégalité en & s’écrit alors S<<p —1 et on a
p—1 .
x’*af u? ' N (u) du = __2_—_P_x2fr uN(u) du
x—! —_—p 8 0

—_1 —

et donc pour tout p' <p :

®»

wﬁ’f w?’ ' N (u) du < 2 —P, z"’f uN (u) du,
a1 p p 0

d’ou le théoréme [et aussi une majoration de E|X(f)|?']. Pour terminer la
démonstration du théoréme, on remarque que 3 - 2 est évident puisque
tout sous-espace d'un L?, p > 1 est réflexif (on obtient aussi que la boule
unité de [ X, 1] est équi-intégrable). Il reste & montrer que 2 — 1, par exemple.

Supposons [X, 1] réflexif. On sait qu’en tant qu'E. V.T. [X, 1] est
isomorphe & L, . Ce dernier est donc un espace d’Orlicz réflexif. Or il est
connu que la condition nécessaire et suffisante (2) pour qu’un Orlicz L;

soit réflexif est que f satisfasse la condition A; suivante : il existe [>1
tel que

J(@) = o/ (1),
Ecrivant alors que fy,€A* il vient pour un certain [ > 1,

x—1 » (acly—t o
2l[f uN (u) du—+—wf N(u)(ll/,]él"x?f uN (u) du + lz N (w) due
0 xc—t [

[lx}—1
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soit

5 [l a1
le N (u) du,él?w?f uN(u)du—;—lx/ N (u) du—zﬂx‘zf u N (u) du,

0 (lar)—1 0

21

ou

mf N (u) du<(l—2)f“ uN(u) du,
a—t 0

d’ou le résultat puisque cette condition équivaut (avec k=1—2)
a [X,Pl=[X,1].

Donnons maintenant un théoréme sur la structure de [X, P].

TutorimE 11.5. — Une condition nécessaire et suffisante pour que [ X (E), P]
soit un E. V. T. L.C. est que @ 2 g,(x), g1 croissante.

(S’il en est ainsi, il existe une forme X, & accroissements indépendants,
homogénes et symétriques, telle [X,P]=[X,, 1] et donc [X,P] est
isomorphe & 'espace d’Orlicz L, .)

Démonstration. — La condition est suffisante :

En effet, on sait alors que fy€ K(2, 1) (§ 2) et donc 1l existe une forme X,
telle que

Sxo1 2 fx soit L= fot,r

La condition est nécessaire : ceci résulte d’un théoréme de Mazur-Orlicz [6]
sur les g-espaces (la démonstration directe est d’ailleurs immeédiate).
Le théoréme suivant caractérise les fonctions ¢ telles que [X,P] soit

un E. V.T. L. C.

Tutortme I1.6. — La condition nécessaire et suffisante pour que [X, P]

soit un E.V.T.L.C. est que Lp(x—x)k” fonction croissante.

La condition suffisante est immédiate : si ¢ est croissante, $2 gy
donc ?—X—J(c—x) % fonction croissante et donc [X, P] est un E. V. T. L. C.
Supposons réciproquement que X, P soit un E. V. T. L. C. Alors on sait

qx(.l') m f . . . . . .
que —— ~ onction croissante. Mais comme on ne sait pas, a priort

que $* fonction croissante, on ne peut conclure. On peut écrire

Y () :af;fwsinuxM(u,) du

0
T

o ff’,,,M ) du=o{ax(2))
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Remarquons maintenant que par suite de la décroissance de M et de la
e e e, . T
périodicité du sinus, on a pour o < 0 < 3
0 T
0 x

() ,\:mf ’ sinoe M () du +- .rf sinteae M (w) du
0 T

|
’ X

L)

>z 5130/‘ uM(u)du—~0x1n0M< 70>-
\ x

Mais

> /; » T N
x

. € . . .- . .
puisque ‘L(x_2£ fonction croissante et ceci implique que

1

flu’\l u)(lu———\[< >\0
0
o(3)= "5 (5 )= (55

pour 8 bien choisi, et donc ¢ (x) > k(6) <?7> ou 0, k(0) sont des constantes
convenables et, donc ¢ 2 g.

donc

Pour terminer, appliquons les résultats des théoréemes I1.2 et I1I.3
au probléme de la recherche des espaces L” qui sont de type f.

Tutorime I11.7. — St f€K(2,1) el st f( )’" A alors 1" est de type f
pour p'>p (1= p2).

(Remarque : Nous montrerons dans un autre travail que cette condition
est en fait suffisante pour que L? soit de type f, elle est aussi nécessaire
s1 P est une mesure diffuse infinie, mais ces démonstrations nécessitent
des techniques différentes de celles utilisées ici.)

Démonstration. — Soit Z la forme stable homogéne, :1,1 accroissements
indépendants, telle que 4,(t) =|¢|"" et donc dN(u) =
quant 11.3,

up,ﬂ on a, en appli-

1 1

i * du (p'—p)a Fudu B
J— ) — 2 _
X, P]=[Z,p] car x//1 T = fo u,),+141<;,,xf — i -
. . 0

p—1

x
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Mais s1 ’on considére [Z, f], d’aprés ce qui préceéde, on a

1
x
> du
—— w' = du () —-
qz./ jﬂ\ +£ f( )lt""/"

Or pour u>1 [s1 f(1)=1 pour se fixer les i1dées], on a f(u)<<wu, donc

jmf(mu).dN(u) < x/‘fwu,/' dN (1)
el par suite
» |Z, f1=[Z, p]=IZ, P].

TROISIEME PARTIE.

INTEGRABILITE POUR UNE FORME &-U.-INVARIANTE.

Les différents résultats de cette partie n’ont aucun intérét par eux- mémes,
il s’agit uniquement de lemmes techniques.
~ Soit g une mesure diffuse infinie et X une forme &-p-invariante
sur E(V, @3, 1). On note Ly 'espace des fonctions X-intégrables (voir
11e partie, § 1).

‘D’apres les résultats de l'appendice sur la représentation des formes
e-p-1nvariantes, il existe un espace compact § et une mesure de Radon v

sur 8 telle que
X= ] XSdv(S),

X% est une forme a accroissements indépendants, cette égalité signifiant
que pour toutes fonctions boréliennes bornées f; (1 =1, ..., n), et toutes
fonctions étagées g;, g: \ gi=o0 (1)), on a

Efi (X(8) - fu(X(82) :fmfi(xs (g0)) dv (S).
S

On dira que f€ ﬂ Lg si f€Lg v-p.s. Il est clair que n Lg est un espace
vectoriel. | ’

Tutorime III.1. — St fr—>f p-p.s. et X (fm) =7

19 7 est indépendante de la suite f,, choiste.

20 Ly est isomorphe a [X(E), P], complétion de X(E) pour la métrique
de la convergence en probabilité. -

30 Ly= (") Ls.

Ann, Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 4. 59
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Démonstration. — Soit g, une suite d’éléments de E telle que X(g,) 57,
posons
D, (t)y =EexpitX(g.); D, .. () =LEexpit X (gn—8n);

on a donc

1—®,, () >0 (n,m-—>w0), uniformément pour (€ (— A, A),

fl"wexp[fwu(g“(v) —g,,,,<«>)<m<v>]]dv (8) >0
s L v

ou exp — {° est la fonction caractéristique de S. Comme 1 —e™21Nu,
on a

soit

f[mkas(t(g‘n.(v)) —&m (9)) du.(0)]dv (S) o
solt encore

/qﬁ (t(gn(v)) —&m(v)) dp(v) >0 en v-mesure.
D’apres ’étude faite au paragraphe I1.2, on a encore

f 1NA22? (g, (¢) — & (9))2dp. (¢) dMS () —o0 en v-mesure

(ou M® est la mesure de Lévy de S) ou enfin ffs(gn—gm) dp.—>o0 en

v-mesure, fs g-fonction associée a S (c¢f. § I1.2).
Il existe donc une sous-suite gy, telle que g,  converge vers zéro dans Ly,

v-p. s. Soit alors g une limite p-p.s. de gu.gw—> g dans L;, v-p.s., donc,

g€e€ n L, = m L et g est X-intégrable.

Soit maintenant g€& m L= m L;; soit h,€E, hp—>g p-p.s. et
v v

dans Lg v-p.s.
On a

exp —-—f S (th,,) dyp. — exp —fups (tg) dp uniformément pour |¢|<<A.

Donc ®, - ®, X (h,)—>Z. D’aprés la premiére partie de la démonstration,
s1 gn—> g, de gn— hy—>o0 dans L, v-p.s., on déduit que X (gm— hm) —>0
et donc que X(g) ne dépend pas de la suite (g,) choisie.

Tutorime III.2. — Si Ly est un espace de Banach c-p-invariant,

il existe une forme & accroissements indépendants S et une forme a accrois-
sements indépendants S, telles que Ly= Lg = L, .
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La démonstration est fondée sur les lemmes suivants :
Lemme 111.1. — Si X est e-peinvariante, X = f XS dv(S), il existe une
£

forme e-p-ingariante X, X = f X8d(S) telle que Y soit atomique et
que Lg= L. 7

Démonstration du lemme. — Soit g€ n Ls et soit f* la g-fonction asso-

ciée a X® (voir § 3). Alors [ f5(g) dp. << @ v-p. s., soit M® la mesure de Lév
8) P Yy

associée a {° on a (c¢f. § 11.2) :

1

fs(l):lzfxst(x) dz,

¢'(z) et M®(z) sont mesurables [pour le couple (S, z)] puisque M°(z) est
mesurable pour tout x [par transformation de Fourier puisque {°(¢) est
mesurable pour tout ¢], $ étant munie de la g-algébre la plus petite rendant
toutes les applications f: 8 ->R définies par f(S) = S(f) mesurables
[f€C(R) et M’(.) est monotone donc M’(z) et f*(z) sont mesurables].

Posons M?®(z) =2f s1 2"<<axLo"' et 2f <M*(2") L2, n, k€.
L’ensemble de toutes les fonctions M (.) est dénombrable; soit (M;, j&€ N)
cet ensemble. Considérons alors I’application S —1I(S) de (8,v) dans N
définie par I(S)=7j si M®(.)=M;; | est mesurable (le choix de j ne
faisant intervenir que la valeur de M aux points 2”), de plus de par le
choix de M, on a

1

SO (x) Z fS(x) Laft® (x) avec fi1O) (z) = Pf xm M; s () da.

0

Posons v=vor1, V est portée par un ensemble dénombrable de 3,
a savoir {S, S€S, M*€{M;, J€N}}; ¥ est atomique et définit une forme

linéaire X par
K= [ Sd(S).
L,

VAIEN
7~

/fs(g)dp<oo, vp.s. & ff“s)(é’)df*<°°, v-p.s.

Comme 1= =2, 0n a

= ffs(g)dﬂ<°°, v-p.s.

et donc an: an soit Ly=Lxg.
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Lemme I11.2. — Si Ly est un Banach B c-p-invariant, v étant atomique,
on a

sup /js(a)(lp.__d(S)<Oo v—p s.
I H <1

Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsij il existe alors un atome A,
et une suite de fonctions g.€E, (g:>0), telles que
I
Il gells < %
et pour SEA,,
ffs(gk) dp>=1,
vV

Pexistence des g, étant assurée par I'inégalité :
SER) Z S5 (2h) Z4)5 (D)
qui implique que

ffg(é’) dp.—= o pour tout r,

$€E, H ”Bél

dés que cette relation vaut pour r=r.

Comme p. est de masse infinie et diffuse et que les fonctions gx sont
étagées, il est facile de construire une suite g, telle que g, g, = o pour k<7,
et que chacune des g, se déduise de g, par automorphisme de (&, p.)
(il suffit de construire les g, de proche en proche).

Posons  alors g—zgk, el 42n gl =1 puisque [gill = | g mais

g€ an car ffs dp E/fb (gi)dp. = sur A,, donc B#nL

Démontrons alors le théoréme : si Ly=B, Ly=DB, et donc

9 I A
7@ (A a(s)>dfidv (8) <o

SV

Posons alors

rav=[rm )dv<S>

De Pinégalité f(h) Zf(2A)=Z4f(X) on déduit que si f est infinie au

point %, elle est infinie partout, ce qui impliquerait que pour tout g€B,
on ait

M(l)—fMﬁ(l) >d8<S).

L a0 (00 g ) dbes) doo =
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ce qui contredit la définition de d. Donc f est finie, f est une g-fonction
et D’existence de [ assure que la fonction associée M est une fonction

de Lévy [M décroissante, M (o) =o, fl)\ M) dr <o ], 9 étant atomique,

il est clair que g€ n Ls équivaut & g€ Lg pour tout S, ce qui équivaut
encore A ffs(g(v)) <1/\&—(%)->d§(8)dp(v)< ©, ou g€Lg, si S, est la
forme & accroissements indépendants définie par sa fonction caracté-
ristique exp — $(t), avec (i) =f(1 — cos tx) d(— M(x)). Donec, par le

raisonnement de complétion habituel, Lg, B, L, sont isomorphes. Mais B
est un E. V. T. L. C., donc Lg,= L ,, pour une certaine forme S, d’apres
les résultats du paragraphe 4 (II® partie).

QUATRIEME PARTIE.

¢-lL-ESPACES ET ESPACES D ORLICZ DE TYPE p, 1=_p=_2.

Nous démontrons dans cette partie le théoréme principal de ce travail.

Tutorime IV.1. — Soit p. une mesure diffuse, infinie (o la mesure o
sur N). La condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace de Banach
e-p-invariant soit de type p (1=_p << 2) est que :

(1) B soit un espace d’Orlicz L;
(1) f€K (2, p).

CorOLLAIRE. — St | est quelconque, celle méme condition est suffisante
pour qu’un espace L, soit de type p.

En fait cette condition f€ K (2, p) est aussi nécessaire si . est diffuse,
finie (il suffit de modifier un peu la démonstration ci-dessous). La démons-
tration de ce théoréme utilise les formes linéaires aléatoires stables d’ordre p.

DEFiNiTIoN. — Soit F un espace vectoriel, X une forme linéaire aléatoire
sur F, X dite stable d’ordre p si pour toute famille finie (fi, ..., fn) d’élé-
ments de F, la loi de (X(f,), ..., X(fn)) (sur R") est stable symétrique

d’ordre p (pour tout ce qui concerne les lois, voir [12]).

Nous allons d’abord montrer le théoréme suivant :

Tutorime IV.2. — St B est un espace de Banach €-p-invariant (p. mesure
diffuse infinie) de type p(1=_p << 2), il existe une forme X stable d’ordre p
sur B, e-p-invariante et telle que [ X, P]=B.
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CoroLLAIRE. — B est un espace d’Orlicz de type 1.

Nous ferons la démonstration dans le cas ou (V, 1) = (R, dx).

Le cas général en résulte immédiatement; en effet, si B n’est pas sépa-
rable, il contient (puisque [ est normale) un sous-espace séparable de
dimension infinie. La condition nécessaire résulte alors du cas séparable.
La condition suffisante résulte du théoréme de finitude de la condition
de plongement (théoreme 1.5).

Soit B un espace de Banach de fonctions mesurables sur (R, dx).
On suppose que B est ¢-p-invariant, c’est-a-dire que si ¢ est une fonction
sur R, |[e|=1, et T est un automorphisme de I’algébre @ conservant la
mesure, on a || f|| = 7ef||. Considérons la partition de I'intervalle [— n, n|
en 2n2"=p(n) intervalles disjoints I; j=1,...,n2""" & extrémités
dyadiques. Soit F, 'espace vectoriel des fonctions f étagées qui s’écrivent :

pn)
S=Xh et F=V,F,
1

LemMme. — F est dense dans B.

Puisque E(R, ®, dx) est dense dans B (par hypothese), 1l suflit de
montrer que F est dense dans E, ce qui est immédiat.

Supposons que B se plonge dans un espace L7(X,II). Soit J ce plon-
gement de bornes m et M, on posera f= J(f) si f€B. Notre but est de
ramener I’étude de B a celle d’un espace {{ X, P}f, ou X est une forme
linéaire aléatoire e-p-invariante.

(@) On désigne par S, le groupe des permutations de n éléments.
5, opére de manieére évidente sur F, en permutant les intervalles I7.

Soit G €Spm; on a
)

7\1' l]’;
=1

; Bé M,

p(n) -
2t
p

j=1

m =

d’ou, puisque sur B la norme est invariante lorsque 'on fait opérer o ;

p(n)

'y A
A
1

j=
p(n)

N A
] [ld(i)

j=1

LM

l,,

m =

pour tout ¢ € Syn).
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La formule

()

—log expzz‘)/)s(l, =

pn)
Q ~
Z )\] I]';

j=1

»
définit sur F, une forme aléatoire stable d’ordre p, puisque la fonc-
tion f— || f H,, est de type négatif sur tout espace L” (voir [12], parties 1 et 3).
Mais en général cette forme n’est pas e-p-invariante [c’est-a-dire que les
variables X(1;7) ne sont pas échangeables]. Nous allons la modifier de

maniére a la rendre p.-invariante.
p(n)

Soit fe F,,,; j:E by

j=1

Comme nous voulons nous ramener a un espace F de suites; s1 f€F,,

on aura aussi f€F,., en écrivant f=1%,, ..., A, (dans F,) :
S= 0, My hy .oy hyy 0, (dans F,.)
a7t 37 fois

et ainsi on peut considérer [ comme élément de. F,, p>n, donc

F=1im 4 F,.

on peut définir p(n) variables X échangeables par la formule

pn p(n)
— logh prlz 3, X2=N, < Ry n.»> .

j=1

L’idée naturelle est alors la suivante : si 'on pose

pin)
N"<2)\/]]"{> (p(n))' 2‘

J=1 CESG)(n

p(n

Z‘)/ s Gy

j=1

Mais le plongement n’étant pas une isométrie, 1l n’y a pas, en général, de
recollement [puisque || 7, (A)H,,# Ho, 1 |l, done Ny(%, 0) 3£ N, ()] ¢’est-a-dire
que N,(f) # Noui(f) pour f€F,, et 'on ne peut appliquer le théoreme
de Kolmogorov pour construire X sur F. Il faut donc modifier cette

construction.

(b) Soit 'espace des suites A = (4;) bornées; 1€ N*. Soit © le groupe
des permutations de N ne déplagant qu’un nombre fini d’entiers, S, le
sous-groupe de 5 ne déplagant que les n premiers entiers (spécialisation
du groupe %, introduit plus haut) :

S=1limt 5,
n
% opére de maniere évidente sur /.

On se propose de construire une mesure 1nvar1ante (moyenne) de 5 groupe
d’opérateurs sur l.
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Soit 0, la mesure qui affecte & chaque point du groupe $, a n! éléments

I
la masse — On pose
n.

0, (%) :f (1) d, ()

Sn
:nLlEa(x).

Soit U un ultrafiltre sur N. On définit 0 par

02 =1im0, (2)
aL

[0.(l) est une suite constante & n éléments, c’est-a-dire un nombre 2,].
On a

Dr=r1.

La suite des mesures 0, sur 5, converge donc (faiblement sur l) vers une
mesure 0 sur 9, 0 est S-invariante, car

Ok = 0,07 si c€Y,

pour tout A, et 0, est S,-invariante (bien entendu 0 n’est pas unique!).

Dans le cas ou | est remplacé par = U f,, il faut modifier un peu
" A A
cette construction; pour n assez grand, on a f€F, et f€F, p>n.
On écrira donc de méme :

0 /=1im6, f [0, /définie pour n > n(f)J
a
(d) Soit alors F, son image F dans L, (X, M) et F image de ¥ par la
construction précédente, c’est-a-dire que f= Of. Soit J' cette derniére
application. ' )
Puisque B est e-p-invariant, d’aprés la définition de 0,, on a

g A2 11907l Lol
f r_~ > r - /
sesen T 1T~ oegen /T
soit
L7l
L =M
TET
‘ o 0. P
(Lommc I 7 l=tim |0, ],, on a m:é——.—éM)-
\ a /1 ,
La construction du processus X a accroissements échangeables est

maintenant facile.
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On pose

Np(ll]()\ia ey )\k, ey ;\p(n)) :——lOgexplE)\/X(Il';)
j=1

=l At A I, || -

Les fonctions N,(, sont de type négatif, continues en A,, ..., A, puisque
limites suivant 'ultrafiltre U de fonctions de type négatif.

Par ailleurs, N, est invariante par 5,., et la famille N, est compa-
tible, c’est-a-dire que

Np(n+n<vgv7 Ay Ay e Ay Ay Jf.,) =Npwm) (Aiy « -5 Apay-
2" fois 27 fois
La forme linéaire aléatoire X : F — L(Q, @, P) est donc bien définie,
e-p-invariante et stable d’ordre p. On sait que L, et [ X, P] sont isomorphes
lorsque L, est muni de sa g-distance et [X, P] de la distance de la conver-
gence en probabilité, & condition que [X, P] soit isomorphe a un espace
de Banach (théoréme 1II.2). Or les relations suivantes montrent que B
et [X, P] tous deux complétions de E, sont isomorphes :

m? AJ‘:’”—@ =M et — logE expit (X (g.) — X(gw)) =t||gn—28nll}.

Hoﬂ gme /
Donc T'identité est un isomorphisme de L, et B. Mais, on sait qu’alors
il existe S, et S, & accroissements indépendants telles que (§1I.4)

Ly=Ls,= L, et donc B est un espace d’Orlicz de type 1.

Le theoreme est maintenant démontré dans le cas de (33, p) separable
diffuse infinie (la méme démonstration pourrait étre faite dans le cas général
en prenant un ultrafiltre sur un ensemble ordonné de cardinal supé-
rieur 4 %,).

Remarque. — Toutes les constructions de ce chapitre sont plus faciles
a voir dans le cas des espaces de suites. En particulier ’étude de [X, P]
est immeédiate en utilisant le résultat classique suivant.

- Soit  @x(t) une suite des fonctions caractéristiques réelles. Alors,
ou bien II; ¢(t) converge (uniformément pour —1="t="1) ou bien
| @k (t) | — o, presque partout.

L’espace F est simplement I’espace des suites nulles a partir d’un certain
rang, I’espace F, des suites nulles a partir du rang n, et le processus X
une suite de variables aléatoires stables d’ordre 1 en dépendance symé-
trique. En particulier il est facile de montrer que s1 B est de classe p, BCI*.

Pour démontrer le théoréme principal, on est donc ramené a démontrer
le théoréme suivant :

Tutorkme IV.3. — La condition nécessaire et suffisante pour que Ly
soit de type p, 1= p <2 est que f€K(2, p).
Ann. Ee. Norm., (4), II. — Fasc. 4. 60
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Le théoréme est déja démontré pour p = 1, puisque tout espace de
Banach ¢-p-invariant de type p(1=_p=_2) étant un espace d’Orlicz L,
avec f€K(2, 1), la partie nécessaire est démontrée, la partie suffisante
résulte de la deuxiéme partie, si f€ K (2, 1), on a vu qu’il existait S forme

\

a accroissements indépendants telle que L,= Lg ;.

 Passons a la démonstration du théoréme pour 1 = p < 2.
ETUDE DE LA CONDITION NECESSAIRE.

Derinition. — Nous dirons qu’une suite g, ..., g, d’éléments de L/,
espace d’Orlicz, est e-invariante si

ff(81g1+. ok Eagn) dp :ff(gl . gn) d.

pour tout choix de ¢, |¢;|=1.

Le lemme qui suit montre que la moyenne d’une suite g, ..., g, ne
peut pas croitre trop vite, de maniére précise, pas plus vite que la moyenne
d’une suite d’éléments étrangers. '

Lemme. — St gy, ..., g est c-invariante dans L, f€ K(2, 0), on a

[ 1 g de=CY [ Sl di,
i=1

ou C ne dépend que de f.

Démonstration. — Si (g;) est e-invariante, on a
/ S+ g) dp=E / JUs1Zi+ o8l |) dp.
:f E (|12 4ot guTn] ) i,

ou (Z;),i=1,...,n, est une suite de variables de Bernoulli indépen-
dantes. Comme f € K(2, 0), on a (voir Ir® partie),

Sy~ [ ey v,
R

ou M est une fonction de Lévy; donc

ff(lg1+...+gn|)dHéC(f)ffE[l—eX[‘—u“<Eé’t(‘f)Zz>J () M (1),

Or
n 2 n-—1 2 n—1
E exp — <Zwizz> == E[exp — <Z‘L'/’> l] chayx,2; < exp — DL,’,]
1 ’ i=1 . i=1 . b
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Comme chz >1, et en intégrant de proche en proche, il vient

n 2 n
E[x—exp—(ExiZi>] él—exp—Zaﬁ-
1 Jj=1
n n A 2
éZI—exp—x}fEl:I—exp—uz<2xiZi>] dM (u)
j=1 1 /

ZD(NH XS (),

j=1

ou D(f) ne dépend que de f; et donc

ff(|g1+...+gn|)d}l-éCszfugi])d‘u.

Remarque. — Une méthode probabiliste permet, dans le cas de L°,
d’avoir un résultat analogue, dans le sens minoration, le rdle extrémal
étant joué la par les variables gaussiennes et indépendantes. En effet,
si (gi)i=1,» est e-invariante dans L*, on a

f|g1+...+g,tif'dy\ﬁ(l(p)<2fg? dH) :
j=1 /

Pour démontrer ce résultat, on utilise la représentation des lois stables
(votr [12], Ire partie) qui permet d’assurer 'existence d’une mesure v, sur
la sphére S* de R* telle que

o

/|7\101+ s hagn [P dp. = |7\1€1+ M Se [Py (s, ..., S)

pour tout A; A;€R.
Donc

f]ci+ g |Pdp = F]S1Z1—|—...+S,LZ”I”6{V.

Mais, on a vu (II¢ partie de ce travail) que

I—I I coss;t

Lisj ly+ oo Sply [/’_f —-———tm————dl
n

Il est immeédiat, puisque Esl =1, que 'on a

i=1

E|s:%4+ ...+ s.Tw | = C(p),
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constante indépendante des s;.

av (1, - .y Sn) :f (34 82)dv(ssy ..y Sn).
-

Sn

Mais v étant une mesure bornée (sur un compact), on a

[ (83 4...4+s2) dv] [f(s”—;— .+ $P) dv]
S

on obtient alors I'inégalité cherchée en remarquant que

fls,-|pdvg(sl, Cety S) :f]gj[/’dp.

LemmMe. — On dira que gi, ..., g. est une suile presque e-invariante
dans LF s’il existe m,M,o <m <M <o et

2 i8i

=T

Alors les inégalités du lemme précédent restent vraies en rempla-
M
¢ant C(p) par - C(p).

Posons en effet :

ﬁl"

14

m = a— < M,

P
N()\igia ey )\ngn) :E‘ Ezigi)\i, .
i

N(A1giy - -y Angn) est de type négatif, homogéne d’ordre p et donc on a,
par la représentation déja citée des lois stables,

N(gi, - ,c,l)_/[€1+ —+—s,,|Pdu—les,Ll+ o S L P dv

4(,(,;)f 2‘|sl[l’dv

ZC(p) X N(g),
i
d’ou
n » n P
Q Wl
llzﬁig/ l Dieig) DN(g)
j=1 - j=1 N(gh "-agn.) i 41\11 (p)

N(g1, -y &n) ZN(g'i) Z

i i
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Démontrons maintenant la condition nécessaire du théoréme. Suppo-

f(

sons que ———-nv fOnOthI’l croissante.

Il faut dlstlnguer deux cas :

Premier cas : 1l existe deux suites A, A, telles que

A JOw) 00

h—> 0, 7\k—>0, 7&——>0, 7\5: Mp

Deuziéme cas : Mémes hypothéses mais ici A — © et A, - .

Traitons le premier cas (condition nécessaire pour que I, soit de type p).

Posons

on a
7\’}!":?\}; pour Np(i—1) =)L Nid (1L = ng)

— o dans les autres cas.

Soit f"* la suite (M%), cy et

8 :’“Zf‘/ (g;)/eN

i=1

On a
Ny =o0(1)  done || fiFl=o(x) (<2).

j=1

et

@ ) )\/‘
DSEh =Nef( 5\
j=1 nﬂ’

— i

b

donc g*— @ dans ;.

Supposons alors Iy de type p. Soit J le plongement de bornes (m, M) [, S
et soit &= J(g). La suite f** est presque e-invariante, donc

Zfz,/c

i=1
n

>

i=1

P

b k

x

soit

ke

Efl,k

1

M
=20 —ny,
m

P
d’ou || g*]) L 2C %, ce qui contredit gf— o0

Deuxiéme cas [condition nécessaire pour L,(R, dz)].
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Soit n, intervalles de R disjoints, n, et Ni étant définis comme précé-
demment a partir de A, et A}, on pose f"#(x) = A, sur le premier intervalle
de longueur N,(1=1=n,) et f>*(z) = o ailleurs. Le reste de la démons-
tration se fait comme dans le premier cas. ‘

ETUDE DE LA CONDITION SUFFISANTE. — Posons
S s [ s
x 2 P t "’ ’

Alors g(t) € K(2,1) et >”=1t; d’aprés le théoréme .1, il existe une fonction
de Lévy N telle que :

1

(1) :t*f yN() dy + tf N(y) dy.

[2

On vérifie par dérivation que les deux égalités
1 1

ny(y)dy:f yMO)dy et f N(y)dy:f Yy M(y) dy
0 0 1
7 x

1

définissent une méme fonction M, qui est de Lévy et donc finalement

1

f(x) :xzf ‘uM(u) du—i—xpf u—'M (u) du.
0 1
Si X est la forme aléatoire associée a M, on a Ly, = L,. Remarquons que
I’on obtient ainsi le théoréme de représentation de K(2, p).

APPENDICE.

ALGEBRES ARCHIMEDIENNES
ET REPRESENTATIONS DES FORMES E-U.-INVARIANTES.

Cet appendice se trouve a I’écart de ’ensemble de ce travail. Il a pour but
de démontrer le théoréme de représentation des formes e-p-invariantes
dans le cas d’une mesure p. diffuse infinie, de maniére & généraliser le
résultat classique sur les suites de variables aléatoires en dépendance
symétrique. La méthode utilisée des algébres archimédiennes est trés géné-
rale, elle permet d’obtenir des théorémes analogues pour des processus

positifs ou des formes & valeurs non réelles. Elle nous a été suggérée par
J.-L. Krivine.

DEFINITION D’UNE ALGEBRE ARCHIMEDIENNE [3]. — Soit @ une algébre
réelle, commutative avec élément unité 1, € un ensemble dit préordre
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d’éléments de @& dits >>o0, tel que 1€Z, —1¢2, [, g€Z implique
M4+ pgeZ fgeX (pour A, pne€R¥). L’algétbre @ est archimédienne si,
pour tout z€, il existe un entier n, tel que n,1 —x=y€ <.

TrtoreME ([3]). — Soit & Uensemble des formes T linéaires positives sur
une algébre archimédienne A, telles que T (1) =1, alors pour tout TES

il existe une mesure de Radon . sur le spectre S de & telle que T =fS dp(S)
- s

le spectre S étant constilué des éléments extrémaux du convexe compact T,
c’est-a-dire des homomorphismes de & dans R.

Si @ est une algébre complexe munie d’une involution, on dira qu’elle
est archimédienne si ’algébre réelle des éléments autoadjoints est elle-
méme archimédienne. L’analogue du théoréme précédent est immédiat.

PREMIER EXEMPLE PROBABILISTE D APPLICATION DU THEOREME. —

Suites de variables échangeables. — Une suite de variables aléatoires
Xiy oo vy Xny ... est dite échangeable (ou en dépendance symétrique) si la
loi de (X,, ..., X,,) est indépendante du choix du p-uplet (n,, ..., n,),

ni% n; pour j =i, n;€ N*.

(Si ’on désigne par § la mesure constituée de la masse unité en chaque
point de N*, les suites échangeables sont les formes 8-invariantes sur N*.)

Montrons par la méthode des algébres archimédiennes qu’une telle forme
est mélange de formes a accroissements indépendants et homogénes
[ce que I'on traduit d’ordinaire en disant que les X, sont conditionnel-
lement indépendantes par rapport a la c-algébre des événements symé-
triques ([7], p. 136)].

Soit {f;},7€J, une base algébrique de l’espace C(R) des fonctions
continues ayant une limite a I'infini. On suppose que 1 €{f;}.

Soit A D’algébre (réelle ou complexe) des polyndmes formels par rapport

aux f;. Un polynéme du pfemier degré PzZa,-fi sera dit positif si et

1

seulement si la fonction (sur R) définie par @ — P(x) =2aifi(x) est > 0.
Posons

2=« Ped, P s’écrit d’au moins une maniére sous la forme

N

M
P :2 ]_—IPU;
j=1

1=

-

P;;, polyndme positif du premier degré ;.
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Il est facile de voir que % est un préordre et que (A, €) est une algébre
archimédienne. Soit X, ..., X,, ... une suite de variables échangeables,
a partir de cette suite, on définit une forme linéaire T sur @ par

T(fifer - o) =B (X)) (X)) - fu(Xa)

on a clairement T(1) =1, T>o0 (la dépendance symétrique assure,
en particulier, que cette formule est compatible avec la commutativité de
Palgébre @).

On a donc T =fS dp(S), ou S est le spectre de A et p. une mesure de
S

Radon sur §. Les éléments de S sont les homomorphismes de @ dans R.

A S est associée une mesure S [par f,— S(f)]; S ne charge pas {o] :
en effet, soit f,€C(R), o=f,<1 et imf,=1 p. p.

D’apres le théoréme de Lebesgue, on a
lim[S(f,J dp (S) =hm T (f,) donc hmS(f,) =1 p-p.s.

A S on peut associer aussi une suite de variables X} indépendantes
équidistribuées par la formule

S(fi) ... S(fu) =Efi(X]) ... fu(X5)

pour toute suite finie f,, ..., f,, en particulier

®s (0, ..., 7\,1):EexpiZ)\jX,-:fH(Ds(l,, coey h) e (S),
S5

@5 (s, -+, M) =Eexpi ¥, 1, X8,
Nous écrirons I’égalité (valable pour tout choix de fi, ..., f,) :

E £, (X1) - - fo(Xa) :fEﬁ (XS$) ... £ (XS) dix(S)
S
sous la forme
X=[ XSdp(8),
J,

soit :

Toute forme c-invariante sur (N 3) est mélange de formes d accroissements
indépendants et homogénes.
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Cas de . mesure diffuse infinte. Représentation des formes p-invariantes. —
Soit toujours (f;);e; une base algébrique de C(R), 1&€(f). Soit (f;, 1)
I’ensemble des couples (f}, ), /;€(f;) et t€D] ensemble des nombres
dyadiques strictement positifs, et soit (zo,.), 1€ R*, t€ D] des variables
distinctes des précédentes. Soit A D’algébre (complexe) des polyndmes
par rapport aux fj,, z,: ¢ 'idéal engendré par les polynémes de la forme
20,820, — 20, (41 OGR*, te D;

On munit @/J d’une structure d’algébre archimédienne de la maniére
suivante :

Un polynéme du premier degré

n . n
P—= ao_*‘E“iff»l‘*“Ebi“@ial
1 j=1
est dit positif si et seulement si

a0+2aif,-(x) +2 bjexpil;xz>o0 (surR).
i 7

@ est muni de 'involution
(afo)'=@f,05 (B30, =bsg.;
€, sera alors ’ensemble des polyndmes P qui s’écrivent d’au moins une

maniére sous la forme P =2 H P;;, Pij, polyndme du premier degré > o,
to
%, est un préordre (de polyndmes « réels »).

Soient 2 le préordre Z,U...JU(—3) et (A, 2')= (AT, 2[F).
(@, €) étant archimédienne, il en est de méme de (@', ). Soit alors X une
forme p-invariante sur E(V, 3, 1), ¢ mesure diffuse de masse infinie.
La formule

T(ﬁ: ty ... X n,ty > ZO,,_H, [P XX 'zen+;n tn+}l)
=E[fiX(13,) X...x(14,) expif,s X(13,,,) X... < expilu, X(14,4,) ],

ou MERB,i=1,...,n+p, AA=0,15%4], .(A) =1t; associe & X une
forme linéaire positive T sur @ (en étendant par linéarité la définition
a tous les polyndmes) et T (1) =1 (I'existence des ensembles A; est assurée
parce que [ est de masse infinie et diffuse).

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de représentation a la forme T’
induite par T sur (@', ). On a T'=fS dp.(S), ou S est ’ensemble des
S

caractéres réels de A.

S(f, t) = Si(f;) définit, a t fixé, une forme linéaire positive sur C(R)
et on montre, comme dans le cas discret, que S, ne change pas {|.

Ann. Ec. Norm., (§), 1I. — Fasc. 4. 61
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Comme S,(1) =1, S, définit (v-p.s.) une probabilité sur R. On pose
S(z0,) = @5 (0, 2);

D s (00, O pipi= S<EZ 0107 %0:=0;. >
. . /

i J i

el comme 2 Epipjzet_oi,L est un polynéme positif du premier degré, on
i
voit que Dg(.,t) est de type positif pour tout t.
De plus, ®4(0, 1) Dg(0, t') = Dg(0, ¢t 4 ¢') (multiplicativité de S).
Comme t€D], S, définit un semi-groupe de convolution fortement
continu. Donc ® (9, t) = exp — ¢ ().
A chaque S on peut associer une forme X® & accroissements indépendants

et on écrit X:zsz dv(S), au sens ou, pour tout fi, ..., f,€C(R), on a
S
ELfi(X(1a,)) .- fu(X(1a,))] :fEfl (XS(18,)) -+ - fu (XS(1a,)) dv (S)
s
et en particulier A,€ B, A,NA;= @ pour 1£7;

EexpiEOiX([Ai) :fexp —Ep.(A/-) (0, S) dv(S) si Og—exp — Us.
j=1 s j=t

Remarques. — 1° Sur le cas de p-mesure diffuse finie.

La démonstration précédente ne vaut plus car il est impossible de trouver
des ensembles A,, ..., A, disjoints pour fabriquer une forme linéaire
respectant la commutativité de I’algébre. Par ailleurs, ’exemple suivant
suggere que le résultat est faux dans ce cas. .

Soit ((o, 1), dz) et Y une variable uniformément répartie sur [o, 1], X, le
processus échelon, pour tE€Jo, 1], c’est-a-dire X(1,) =1,(Y).

Ce processus est dz-invariant, et ne semble pas pouvoir é&tre considéré

\

comme mélange de processus a accroissements indépendants.

20 Il y ale méme rapport entre processus échangeables sur R* et variables
échangeables, qu’entre processus a accroissements indépendants et variables
indépendantes; un  processus échangeable sur R*™ étant défini par
Y (t) = X(14,0)), X forme dz-invariante. Une suite X,, ..., X,, ... de
variables échangeables sera dite infiniment divisible (dans ’ensemble des
suites de variables échangeables) si pour tout p&€N, il existe une
suite (Y%), k€N de variables échangeables, telles que

__yP 14
Xr= Ykp+1 +ee e Y/c(p+1)-

Alors, a tout processus a accroissements échangeables, on peut associer
une suite indéfiniment divisible et réciproquement.

c-ingariance des formes p-invariantes.
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Prorosition. — Soit X une forme p-invariante admettant la représen-

tation X = / X®dv(8S). Alors les propriéiés suivantes sont équivalentes :
S

10 X est e-inpariante (vorr § I1.1);
20 X% est symétrique (e-invariante) v-p. s.

Démontrons le résultat, par exemple, dans le cas ou (V, 1) = (N*, 9).
Alors (1) équivaut a (3) :

30 La loi de ¢ X,+ 2 X, est indépendante du choix de ¢, |&|*=1,
t =1, 2. En effet,

®, (3, 1) :Eexp[(hx1+7\2X2)::f|cps(7\1) .95 () | dv (S),
8

[ 1950 — 9= D v () = a1+ o= 0 — 1) — B4, — 1) — u(— D, D=0

done
9s(X) = os(— A) v-p.s., 1e€qQ,

et donc @ est paire puisque continue. La réciproque est évidente.

Remarque. — Ce type de méthode est trés général. Il permet de montrer,
par exemple, que toute forme & valeurs dans R*, est mélange de subordi-
nateurs, etc. L’espace des valeurs de la forme est peu important pour les
démonstrations.
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