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APPLICATION DE I/ÉTUDE
DE CERTAINES FORMES LINÉAIRES ALÉATOIRES

AU PLONGEMENT ^ESPACES DE BANACH
DANS DES ESPACES L/

PAR JEAN BREÏAGNOLLE
ET DIDIER DACUNIIA-CASÏELLE.

INTRODUCTION ET PRINCIPAUX RÉSULTATS.

Dans cet article, nous développons certains résultats annoncés et briè-
vement démontrés dans les Notes ([10], [11]). Le problème essentiel est
d'étudier quels sont parmi certains espaces de Banach, les espaces de
type p. Les techniques utilisées sont des techniques d'analyse relevant
pour l'essentiel d'idées probabilistes.

DÉFINITION. — Un espace norme B est dit de type p(i^p:=00) s'il
existe un plongement (application linéaire bicontinue) de B dans un
certain espace L^/X, m).

En d'autres termes, si B est séparable, dire que B est de type p c'est
dire que la dimension linéaire de B (au sens où Banach l'entend dans
Théorie des opérations linéaires) est inférieure à celle de L^(R, (-%, dx).

Les premiers résultats (Banach, Zygmund) concernent les espaces Ï1

de type p. Dans notre travail avec J.-L. Krivine [12], complété par les
travaux propres de Krivine [3], nous avons donné une condition néces-
saire et suffisante simple pour que B soit de type p.

Le cas p = oo est trivial.
Le cas i:=p^2 se traduit par la condition nécessaire et suffisante

suivante : la fonction x -> |[ x \\1' est de type négatif sur B. Si p > 2, p ^- in\
on a des conditions algébriques plus compliquées du même genre.
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Pour p == in le problème est un peu plus compliqué {voir [3]).
Cependant, ces conditions simples ne sont pas faciles à vérifier dans

des cas concrets. Le cas concret que nous étudions ici contient en parti-
culier le cas des espaces d'Orlicz.

Une idée qui se dégage de ce travail est que le problème du type d'un
espace est lié à la définition d'un ordre convenable sur les fonctions de
type négatif f réelles qui amène à passer naturellement de l'étude des
espaces de type p à celle des espaces de type f avec une généralisation
immédiate, f fonction d'Orlicz.

Indiquons les principales définitions et les résultats dans le cas parti-
culier d'espaces de suites.

Soit B un espace de Banach de suites réelles c = (^)/,(=N? solt d l'espace
des suites nulles à partir d'un certain rang.

Un espace B est dit £-[^-invariant si :
i° d est dense dans B.
2° Si {cn),,çyÇd, \\{Cn)\\=\\^nCr7(n)\\ pour tout choix de £„, ^ 2 = ï ^ et

tout choix de la permutation cr d'un nombre fini d'entiers.

L'exemple le plus simple de tels espaces est celui des espaces l^ des

suites (c^çN telles que ^f{cn)<^, où f est une fonction définie
n •==. 1

sur [o, i], f{o) = o, f(ï) = i, f convexe, strictement croissante (dans
la ï^ partie nous développons ces définitions des espaces £-^-invariants
et des espaces d'Orlicz).

Une forme aléatoire X sur N est une application N — L ( û , C t , P ) ,
espace des classes de variables aléatoires de (û, et, P).

H

On note ;x l'espace des suites (c,,) telles que ^CA X(/c) converge en
i

probabilité, [X, P] la complétion de X{d) en probabilité, de même ;x,a
et [X, a] désigne respectivement l'espace des suites {en) qui convergent
pour la métrique a et la complétion de X{d) pour cette métrique. Enfin,
on note K(ç, p) la classe des fonctions d'Orlicz (définies à une équivalence

multiplicative près) telles que J-^ soit décroissante, •/-v^ soit croissante.
«^ 3C'

Le théorème principal est le suivant :
B est de type p si et seulement si c'est un espace d'Orlicz tel que fç. K(2, p).
La suite des résultats et le plan de ce travail sont les suivants (traduits

en termes d'espaces de suites).
Dans la 1̂  partie, on étudie les espaces de Banach intervenant dans

l'article, et on établit des correspondances entre les classes K ( 2 , o )
et K(2, i) avec des classes de fonctions de type négatif.
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Dans la IIe partie, on étudie les espaces l^ l^^ ^/- On montre qu'ils
sont isomorphes aux sous-espaces [X, P], [X, p], [X, f] de L (û, él, P) dans
le cas où la forme X est une suite de variables indépendantes et équi-
distribuées. La partie vraiment intéressante du point de vue probabiliste
est celle qui consiste à étudier les cas d'égalité des espaces [X, P], [X, i],
[X,p], [X,/*]. On en déduit d'abord des critères de convexité pour [X,P],
de réflexivité pour [X, i], d'existence de moments et aussi la condition de
plongement d'un espace L7' dans un espace L/ (problème inverse de celui
étudié ici). Nous pensons exploiter ultérieurement cette méthode pour
d'autres problèmes.

Dans la IIIe partie, on étend ces résultats au cas de variables échan-
geables.

Dans la IVe partie, on démontre le théorème principal en remarquant
que si un espace B est de type p, on peut construire une forme X à accrois-
sements échangeables et stable d'ordre p telle que [X, P] == B. La cons-
truction est un peu technique mais simple dans son principe.

En fait l'article est écrit dans le cas un peu plus difficile mais plus riche
d'espaces fonctionnels. Les difficultés techniques ne sont pas beaucoup
plus grandes, le seul ennui provient de la nécessité d'étudier la repré-
sentation des processus à accroissements échangeables, extensions de la
notion de variables échangeables. Cela est fait dans l'appendice adjoint
à l'article en suivant les idées de Krivine [3] sur les algèbres archimé-
diennes.

PREMIÈRE PARTIE.

DÉFINITIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

CONCERNANT CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS

ET D'ESPACES DE BANACH.

1. ^-ESPACES ET ESPACES D 'ORLICZ; RAPPELS ET NOTATIONS (1).

1 (a). Sur l'ensemble des fonctions R^* -> R^* continues, on définit la
relation d'équivalence m par q^q^ s'il existe des constantes strictement
positives a, fc, /Ci, A-a, telles que

(^) uq\ ( Â | if) ̂  q.i ( / / ) ̂  bq\ (/^îf) pour tout uç. R4-*;

cependant si l'on restreint (m) à u < Uo (resp. u > Uo) on notera (mo)
[resp. (m^)] la relation obtenue.

(') Pour l'ensemble de ce paragraphe, on pourra consulter les articles [4] et [5] et
le livre [2].
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Nous utiliserons la notation suivante (peu correcte mais sans ambi-
guïté) : si (p) est une certaine propriété, nous écrirons q^(p) s'il existe
dans la m-classe de q une fonction ayant la propriété (p).

q-fonction ([4], [5]). — On désignera ainsi une fonction q équivalente
à une fonction qi croissante, continue, limçi(u) = o, lim^i(u) == oo. Si,

de plus, q^ est convexe soit croissante on dira que q est une fonction
d'Orlicz.

1 (&). Espaces L/(V, rô, [J-) d'un espace mesuré [[^-mesure normale,
c'est-à-dire que (V, tô, [^) est somme directe (de cardinal quelconque) d'es-
paces de mesure finie]. Si g est une classe de fonctions V -> R4" (pour l'éga-
lité p.-p. p.), on pose

lf(ê•)= f/( ^ )^
tVy

L/= }^; il existe À, ÀêR^ tel que I/(^') < GO ;.

L/^ est un espace vectoriel métrique [par exemple pour la distance

^ . (o ,g )=min{£ , I , ( f )<£n {cf. [5]).

Condition Aa. — ^^(Aa) s'il existe /c > i tel que pour tout rc, on ait

q^œ.) ̂ kq(œ).

Convergence en moyenne. — On dira que gn tend vers g en moyenne
dans L/ si I / ( | g — g n ) tend vers zéro.

PROPOSITION ([2], [5]). — f^^2 est une condition nécessaire et suffisante
pour que, pour tout espace (V, <S, [^), la convergence en moyenne et la conver-
gence pour la distance df soient équivalentes dans L^(V, (^3, [^) et que l'espace
E(V, tB, [J.) des fonctions étagées soit dense dans L/.

Espaces d'Orlicz. — Si f est une fonction d'Orlicz, alors Ly est un espace
de Banach, de plus si /^(A^), nous pouvons prendre comme norme sur L/
la norme (dite de Luxembourg) :

| |^ | |= inf{£>o, I/J^ij.

Espaces s-normés. — Nous appellerons ^-norme ([5]) une métrique
5-homogène o < s < i (|| Ag \\s= [ ^ '|| g[],).

PROPOSITION ([5]). — La condition /'(u)^^!^), où qi est une fonction
d'Orlicz est nécessaire et suffisante pour que L/ soit s-normé o << s < i $
et on peut poser

||^l|,=infi£,I,/4Uij.

\ £ * /
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Remarque générale. — Si [J- est diffuse, de masse infinie, nous nous inté-
resserons aux ç-fonctions générales ; si [J« est finie (resp. si a est la mesure
de Haar sur Z) il n'y a lieu, pour l'étude de L/([^), de s'intéresser qu'aux
valeurs de f sur [i,oo[ (resp. aux valeurs sur ]o, i]). Dans toute la suite,
nous nous intéresserons essentiellement aux deux cas suivants : p- mesure
diffuse infinie, ^ mesure de Haar sur Z, comme nous l'avons expliqué
dans l'introduction.

2. CLASSES K(p, p') ET FONCTIONS DE TYPE NÉGATIF.

2 (a) Définition de K(p,p ') . — On désignera par K(p,p') , p,p'^o,
l'ensemble des m-classes de fonctions q ayant la propriété suivante :

il existe fçq,f,çq telles que J-^ soit décroissante et que ^-^ soit^ ^^ v^v.^.^^^ ^ V^^ ^,

croissante.

2 (&) Fonctions de type négatif. — Une fonction ^ : R — C est dite de
type négatif si ^ est continue, ^ (o)==o, et si, pour tout n, tout ^€R,

n
tout p / € R et ^(P,=O, on a

^^(^—^)P^7^°-

La formule de Lévy-Khintchine ([!]) donne une représentation des
fonctions de type négatif; pour la suite nous nous limiterons au cas
réel (^ : R -> R), on a alors

y» v: ' .>

^ ( t ) = z ( i — œ s ^ ) < < / M ( ^ ) 4 - ° ^ ^
•̂ o 2

où o-€R4' et dM est une mesure de Lévy sur R4', c'est-à-dire que dM est

telle que f dM < oo et f x2 dM(x) <cc. Nous appellerons fonction de
*- 1 ^ O

Lévy associée à dMy la fonction

m^)z= r <^M(^) .
2 (c) Les théorèmes suivants caractérisent les classes K(2, o) et K(a, i).

THÉORÈME 1.1 . — Les conditions suivantes sont équivalentes :

i0 ç€=K(2 , i ) ;
2° il existe une fonction de Lévy N telle que

m r*x r* <x>
q ̂  ̂  u N (//.) du -}-.x N (u) (îu ;

*^o '-/ iJ
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3° il existe une fonction de Lévy M telle que

q ^ x ^ (i — e-1^') M (// /) du ;
0

4° il existe une q-fonction Ci telle que Ci (y^) <ço^ concave et q ̂  q^ ;

5° i7 CTL^ une fonction de type négatif ^, ^Me ^ue i-^'— q^ croissante
et q^-^.

THÉORÈME 1.2. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i° ç € K ( 2 , o ) ;

i
^x

2° il existe une mesure de Lévy M telle que q^-x2 uM(u) du9.,
^o

3° il existe une fonction de type négatif ^p, telle que ^^qi croissante
et q^^.

Démonstration :

(a) Théorème I . i : II est évident que 2-^1 et 4 -> i . i -> 4 (cf. [4]).
2<-^3, la m-équivalence se conservant par intégration, cela résulte
de (i —e~~ut)t^u.

La démonstration élémentaire de i -> 2 est assez longue, il est plus
simple de montrer que 4-^2 {cf. aussi [8], p. 333 et [4]).

La démonstration de 5^->i sera donnée dans le paragraphe 11.3.

(b) Théorème 1.2 : 2-^1, évident; i -> 2, élémentaire (cf. aussi [9]).
i<-^3, la démonstration sera donnée dans le paragraphe 11.2.

3. ESPACES DE BANACH £-^-INVARIANTS. ESPACES DE TYPE p ET /*.

3 (a) Espaces ^-invariants. — On dit qu'un espace de Banach B de classes
de fonctions mesurables sur (V, d3, [^) [B, sous-espaces de M(V,tô,[^)] est
un espace s-invariant si :

i° E(V, (33, p.), espace des fonctions étagées est dense dans B.
2° Pour toute fonction mesurable £ telle que [ s ==i , pour tout /*€B,

on a £/'eB et [| ^f\\ = \\f\\.

Remarque. — Dans la plupart des problèmes concernant les espaces de
suites on remplace avantageusement la définition précédente par la
suivante :

Soit (Zn) une suite de variables de Bernoulli indépendantes

P(Z^= ±i) = _ |, alors on dit que B est s'-invariant si
00

(cn)nçî^^B implique V^Z,,eB p.s.
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et pour toute suite de dy

| |(6,) | |=(6,Z,0| | p. S.

Exemples. — Les espaces L^, i^p, les espaces d'Orlicz L/, /'eAa.
Nous allons préciser quelques propriétés de ces espaces.

LEMME 1. — Sur R/1, n^i toute énorme (norme faisant de R71 un espace
s.-iwariant) est monotone pour F ordre naturel.

Démonstration. — Soient (x^ . . ., Xn) < (î/i, . . ., y n ) deux points de R^
avec, par exemple, Xi < î/i et x^y, (i^.i^.nY

On a
^i^.p.yi+^—ji^ /?+<7 :=^

|[ (^, . . . ,̂0 I I ^ H { p y ^ p x ^ . . . , p x , , ) I I + !| y ( — J i ) , ̂ , . . . , <7^|]

et d'après la propriété £ :

| |^1, . . ., Xn^^\\y,, X^ . .., œn\\,

d'où le résultat par itération :

\\x,, . . ., x,,\\^\\y,,y^ . . . y,,\\.

LEMME 2. — Si g y h ç B et gh=o alors \\ g\\ < || g 4- h |[.

En effet

^ '^^ ( ^ + ^ + ^ — ^ ) ,

donc

||^||^||^+À||+![^-À||

^ |[ g + À [| ( s-propriété ) .

Indiquons d'abord un résultat sur les £-espaces de suites.

Si B est un ^.-espace de suites^ si geB et si ^g est la suite £ tronquée
à k(g(n)) = o pour n > /c, alors :

(\\fîa B a '
\ i) h—>ë7

(il) la norme est monotone sur B muni de V ordre naturel [u < p 51
^^^^f^) pot^ M€N*].

Comme E est dense dans B, il existe une suite g^^^g, g m € E :

[|̂  - g \\ ̂  II g - ̂  |[ + [[^ - ̂  [| + II ̂  - ̂  |[.

Soit £ > o fixé, pour m assez grand H g — g m l ^ 2 - D'après le lemme 2,

|j X -o-_ l i a ' \ \ — — \ \ l - ( p - <y \ \\ ^ \\ o- p- \\II ^ Q m H — — I I \ ë — f y p f i ) 1 1 ^ = 1 1 ^ — 5 m II.



Pour k assez grand, on a '^fni, = fm et donc pour k assez grand, [ ] g — ' ' g \\ ̂  £
donc ' ' g -f- g dans B.

Soient maintenant f'^ et g€B, f^,g implique ^ f ^ ' ^ g et, d'après ce qui
précède, |[ Y[| ̂ ^gH (lemme 1) et par passage à la limite, [| f\\ ̂  \\ g |[.

Etudions maintenant le cas général.

PROPOSITION. — Pour tout ^CB espace-?. il existe une suite f/, de fonc-
tions étagées telle que fk-^f ^"P- s- e^ dans B. De plus la norme est monotone
sur B \muni de V ordre naturel f^_ g si f(^)^=g{^) [^-p. s.].

Démonstration. — B est réticulé puisque f signe j^€B (s-propriété) et
donc aussi g U ^ e t gC\f.

(a) Soit \f\^m<i^ a-p. s. et f=o en dehors d'un ensemble A,
[^(A^oo. Comme E est dense dans B il existe une suite f^çSL telle
que fm^f.

On peut toujours choisir fm à valeurs dyadiques [/*^€:E, d'après le
lemme 1 il existe une suite à valeurs dyadiques (on se place dans l'espace
de dimension finie associée à /',„), f ' ^ telle que f \ fm et donc f',^' ^f].

Soit /t/1 une suite telle que ' ' f \ f ^--p. s. et f — / ' f < J . , k dyadique.

Une telle suite existe d'après les hypothèses faites sur f dans (a). On a

11 / • / - / I I^ I IV ' - /^.1 [+11 /^-^11+11^- /11•

Soit £ > o fixé, pour m assez grand \\fm— f\\ < -^. Soit alors k>ki

tel que Y,,,—fm^o (ce qui est loisible puisque k est dyadique et que fm
ne prend qu'un nombre fini de valeurs dyadiques) :

Donc

Pour k > k^ :

/./—/'/m==^+/—/^ avec l^l^/,-'

117-%ll<tl/-/- i l+[l^f l .

^ n n . S

^
|,^'||^ / II ï^[\^7 et donc V^-/ (^.P.S. et dans B.k ii '

(fc) Soit maintenant o</ '<m. /* étant mesurable, est nulle en dehors
d'une infinité dénombrable d'ensembles A^, [^(A,) << oo [puisque [L est

normale, C/'. § !(&)]. Soit A===VA;,

/ : : : :=/TA,H-/Iv-A,eB et aussi / I A , — / I V - A , € B (s-propriété),

donc /*i^eB,
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Pour tout i il existe ki tel que

IIWIA.)-/IA,f|^^ (^->o), d'après (^),

donc si l'on pose gîl=^l'wfï^ on a

^-t/ M), s., ^eE et ^_"J.

(c) /' est quelconque. Soit A,, = { ^, n^f{^) < n + i }. Soit £^->o.
D'après (a) et (fo) il existe une suite ^"^/'i^eE telle que

! ^ ( /^ ) / / 'T . ^ __ r r \\ ^ _P ^^(/T-O-/^.
9^

donc si

0- ——V t'n{p} ( / T . ^
<^ — — X . ^ ^A, , ;?

^eE et ^^/ ^-p.s., ^_^/.

On démontre de même la monotonie de la norme.

(3 b) Espaces ^-invariants. — Soit B un espace de Banach de fonctions
mesurables sur (V, tô, [^) [B, sous-espace de M(V, d3, ;J-)].

B est dit [^-invariant si :
(i) E est dense dans B;

(ii) si /*eE, ]|T/'|]= \\f\\ pour tout ï€^ groupe des automorphismes
d'algèbre de tô conservant la mesure [J-;

n il

si f==^^1^^ ^/^^^ ^(A^.

;=^1 ;==l

L'espace B est dit ^.-^-invariant s'il est s-invariant et [^-invariant (*).

Exemple, — Les espaces L^, L/, etc.
Dans le cas des espaces de suites, ces définitions coïncident avec celles

de £-cr-invariance données dans l'introduction.

(3 c) Plongements, espaces de type f et de type p.

DÉFINITION. — On dira qu'une application linéaire Z d'un espace
vectoriel norme B dans un espace vectoriel C est un plongement de B dans C
de bornes (m, M) si

. . | |Z(^) [ |C „ | |Z(^) |[C ,,.o < m == mf — v ' ' ^ sup [ 1 v / 1 1 == M < oo.
•z'eB I I x HB .r€B I I x HB

Si m = M = i, on a une isométrie.

(*) Dans le cas où ^ est la mesure de Lebesgue sur [0,1] ces espaces sont dits invariants
par réarrangements, dans la littérature classique.

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 57
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Soit f une classe de fonctions d'Orlicz. Un espace de Banach B sera dit
de type /Vil existe un espace mesuré (JE, m) et un plongement B -> L/(X, m).
Dans le cas où f(x) = x1' (o <; p^oo), on dira espace de type p.

Remarque. — Dans nos travaux [3], [10], [il], [12] dans la définition
de type p, nous avons imposé que l'injection soit une isométrie. Nous
abandonnerons ce point de vue ici car sur les espaces d'Orlicz il n'y a pas
de norme privilégiée. Cependant comme on le verra au cours de la démons-
tration du théorème principal, on a la proposition suivante :

PROPOSITION. — Si B est un s.-[^-espace [en particulier si B est un espace
d^Orlicz) de type p, on peut toujours choisir sur B une norme équivalente
à la norme donnée^ qui soit encore £- ̂ -invariante, telle que B — ^ L ^ ( J E ' , m )
soit une isométrie pour cette norme.

Nous commençons par étudier le problème suivant : à quelle condition
un espace L^ est-il de type f ?

PROPOSITION 1.3. — (a) Si i^p^2, une condition suffisante pour
que L7' soit de type f est que

f ——— dx < oo pour i ̂ p «< 2,
J^ xp

/ç. As pour p=:2.

(b) Une condition nécessaire et suffisante pour que L^ soit de type p est
/?^=<7^2 pour i^p ^- 2.

Démonstration. — La partie (fc) a été démontrée dans [12]. La démons-
tration de (a) est très simple. Le résultat sera d'ailleurs amélioré dans
la deuxième partie.

Soit X la forme linéaire aléatoire stable [cf. [12] pour ces formes) définie
sur L^(V, (®, p-) par

-]o^Eexp^yX(/y)= ^VyT Pour /,eL^ (,/=i, . . . , / z ) .
p

' - / ^ ^ j n — ^j^Â/y ^ul j ] ^ - ^ ' \ J — ^ • • • î
/==1 / p

Alors L^ et Lx [complétion de X(L7') en probabilité] sont isomorphes
([12], II le partie).

Soit p( . ) la densité de la loi stable de fonction caractéristique
exp- [ 11^; p^2. La condition cherchée résulte de l'homogénéité de p.

Supposons, par exemple, p •===• 2, f^^. Soit X une forme gaussienne, et

/ i r x^
f(X(g-)) dP <oc équivaut à —=—.—- ^ f(^) exp — ——,p^<oo,

V / 2 7 r [ | ^ [ | 2 ^ ^ l & l l a

[ œ2' ^ce qui est toujours vrai si /*€Â2 et même si /'€L1 (exp — —dx ) .
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On a alors

[|X(^)[|^(Q,a,p)=0(.^

^ff(^)^}

. .(. r , . . ^o2 6^ , )=ïi\f) 0, / /(.T) exp — ——— —=——— ^i l
} J v r 2( |^| [ , ^7T[|^[|,— (

et donc si
û/ - c{ c\ r j-f œ\ I , ̂  . )ô'^inf 0, / / ^exp-_^ -=^ i (

f ^ V7 / 2 V^T: )

on a
[^ f l^O'O(^) .

L'application . X de L2 dans Ly(û, ÛL, P) est donc une isométrie.

La même démonstration vaut pour i^p<2, mais si gCL^, pour
que X(g)€Ly(ti , (fl, P) il faut que

r ,. , _ / x \ dxy/(^)/>(-F-n-)^i-< 00
& 1 1 ^ / 1 1 & Hyo^ \ II & \\p / 1 1 <"' 1 1 ^

soit
r30,, , ̂.( ^(-)^<°°-

Revenons maintenant aux espaces L^.

THÉORÈME 1.4 (rfe finitude). — Pour que B 50i( rfe type p ( ï ^ . p < oo),
i7 /'au( ^t i7 ^u^î( çu5^ e.ri5(e des constantes m, M et un plongement (m, M)
de tout sous-espace F de dimension finie de B dan5 un espace L^Vp, (Sp, j^).

La démonstration de ce théorème est identique à celle que l'on trouve
dans ([12], p. 246) à ceci près qu'il faut remplacer Pisométrie i par un
plongement (m, M).

Application aux espaces d^Orlicz.

THÉORÈME 1.5. — Pour qu^un espace d^Orlicz L^(V, d3, p-) soit de type p ,
il suffit que L/(R, d3, dx) soit de type p.

En effet, tout sous-espace de dimension finie de L/(V, Û3, p<) est isomé-
trique à un certain sous-espace de L/(R, d3, dx) (élémentaire). Donc, s'il
existe un plongement (m, M) de L/(R, tô, dx) dans L^JE, m), il existe
un tel plongement de tout sous-espace de dimension finie de L^(V, d3, [JL)
dans L^, donc de L/(V, d3, [JL).

Dans la suite nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes
pour que L/(V, d3, p.) soit de type p, lorsque d\^ = dx sur R.
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DEUXIÈME PARTIE.
FORMES LINÉAIRES ALÉATOIRES A ACCROISSEMENTS

INDÉPENDANTS ET HOMOGÈNES.

INTÉGRABILITÉS DE DIVERS TYPES POUR UNE TELLE FORME.

1. FORMES LINÉAIRES ALÉATOIRES. GÉNÉRALITÉS ET DÉFINITION DE

CERTAINES CLASSES PARTICULIÈRES DE FORMES. — Soient F UH CSpâCe

vectoriel, (Q, CX, P) un espace de probabilité, L(û, d, P) l'espace des
classes de variables aléatoires (pour l'égalité P-p. s.). Une forme linéaire
aléatoire X sur F est une application linéaire F -> L.

Soit (V, tô, [J.) un espace mesuré, E l'espace des classes de fonctions
étagées, M les classes de fonction mesurable (classes pour l'égalité [J.-p. p.).

DÉFINITION. — Une fonction g € M est dite X-intégrable (en proba-
bilité) ou (X — P) intégrable s'il existe une variable aléatoire Z ayant
la propriété suivante :

i° II existe une suite g,,, g,,€E,
gn -> § ' l^-p. s . , X (̂ , ) -> Z en probabi 1 i té ;

2° Pour toute suite hn, ^€E, hn-> g ;^-p. s. telle que X{hn) converge
en probabilité, alors X(A^)->Z.

Z sera dite l'intégrale de g et l'on posera Z = X(g).

DÉFINITION. — Nous dirons qu'une forme X définie sur E est à accrois-
sements indépendants si pour toute suite finie /'i, . . ., fn d'éléments de E,
étrangers deux à deux (fif/= o, i ̂  7), les variables X(/\), . . ., X(/^),
sont indépendantes et si, de plus, fn-> o(y.-p. s.) implique X(/^) -^o(P-p. s.).

De telles formes sont aussi appelées mesures aléatoires, leur étude est
faite dans [13].

DÉFINITION. — Nous dirons qu'une forme X définie sur E, est homogène
ou [^.-invariante si elle est invariante en loi pour les automorphismes
d'algèbre conservant [J., et si elle est continue en probabilité, c'est-à-dire
si T € © groupe des automorphismes de tô conservant [J-, { X(/\), . . ., X(/^)}
et { X(r/\), . . ., X(T/^) } ont la même loi dans R/1 et si fn-> o en [JL-mesure,
X(/*T,) -> o en probabilité.

DÉFINITION. — Une forme X définie sur E sera dite ^-invariante (ou symé-
trique) si pour toute suite f^ . . ., / n € E , tout £ € M tel que £ [ = i, la loi
de { X ( £ / \ ) , . . . , X ( £ / , ) } est la même que celle de { X(^), . . . , X(/,)}.

2. FORMES A ACCROISSEMENTS INDÉPENDANTS ET HOMOGÈNES. — NOUS

allons maintenant étudier les formes à accroissements indépendants,
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homogènes et symétriques sur E(V, tô, ^-) la caractérisation de ces formes
est donnée par la proposition suivante :

PROPOSITION. — Si [̂  a une partie diffuse de masse infime, toute forme
à accroissements indépendants homogènes et symétriques est associée à une
fonction de type négatif réelle sur R et réciproquement.

Remarque. — Si p- est la mesure de Haar sur Z (espaces de suites),
il faut remplacer type négatif par type positif. Dans le cas général la
situation est plus compliquée, en particulier si [M est diffuse et finie, la corres-
pondance n'est plus biunivoque.

La démonstration de cette proposition est élémentaire, la partie directe
est triviale, la réciproque résulte du théorème de Kolmogorov (cf. [7], p. 149)
en définissant la loi de (X(i^), . . ., X(IAJ) , Ay€<%, / = = i , par

n R(n) / n \

Eexp^^X(i^.)=exp-^^(B,)^( ^À, p ) ) ,
/==! Â-=l \/=1 /

fl

où B/, est la partition de U Ay engendrée par les A, et
/^i

j i si B.cA,
hk \ o si B,nA/=:0.

La continuité de X est immédiate.

PROPOSITION. — Soit

^ ( t ) = f ( I— costa-) ^M(^) 4-01^ alors X=X,-}-X^
Jo 2 .

où Xi est la forme à accroissements indépendants associée au terme intégral,

et X^ la forme gaussienne associée à — t2 ; Xi et Xa sont indépendantes

c^est-à-dire que, quelles que soient les suites finies { f i } , { g j } de E, les
familles Xi(/^) et X^gy) sont indépendantes.

Démonstration immédiate. — Pour simplifier nous supposerons doré-
navant [J- diffuse de masse infinie. Tous les théorèmes restent vrais pour a
mesure de Haar sur Z, mais il n'en est pas ainsi pour [J. quelconque. Nous
noterons [X(E), P] la complétion de X(E) pour la métrique de la conver-
gence en probabilité.

DÉFINITION. — Soit yeM^V, (J3, ;^). Nous dirons que f est X-intégrable
s'il existe une suite /^€E, telle que

( l) fn——f ^-P. S . ;

(2) X(y ;o -^Z€L(^c i ,P ) .
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Nous désignerons par Lx l'ensemble des fonctions X-intégrables.

THÉORÈME 11.1.

i0 f étant fixée, Z <?^ indépendant de la suite fn\
20 [X(E), P] = { X(/), /• X-intégrable} = X(Lx);

3° Lx est un q'espace ou qç^ et est donnée par
i
^

^x(^ ' )==^2^ f^cIMÇf/) (s io-=o)
^u

^ r ~\=»••! ( » - r f M ( « ) A . ) (8 i»>o) ,
V ^ o /

rfM e^an^ la mesure de Lé^y associée à X.

Remarques :

(a) On peut aussi caractériser Lx par

( r }LX= <g ' ; / + (^ (^) ) ̂  0') est continue en ^ sur R f .
( ly^ )

(b) 1° et 2° sont encore valables si X n'est pas homogène.

Démonstration. — Soit

A={h, AeM; d(o, h) < oo } ou ^(o, h) = C (^/i2^) /\ i)^(r) dM(œ).
•^VXR

LEMME. — d(h^ h^) = rf(o, / i i— Aa) définit une distance pour laquelle A
e^ UM espace sectoriel complet, E e^ deM^ê rfan^ A.

7)e pZu5 la fonction u->d(o,uh) est croissante sur R4", continue en o,
d(o, uh}^{u\J i ) r f (o , /i). En effet, de a — & A I ^ a — c A i + i c — & A I
on déduit par intégration que d est une distance.

Soit gn une (A, rf)-suite de Cauchy. Comme

1 1 1 1 1 f ^ (^ (<') - ̂ n (c)) ' d^ (r) ^M (^) = o
m,nj^y

il existe h tel que gn-> h en [^-mesure.
Soit ^ une sous-suite telle que g^—h [^-p. s. D'après le lemme de

Fatou, on a

^ lim ^ ( i A^^(t ' ) ) ^(^') ^ M ( ^ ) ^ l i m ( i A^2^^^')) ^(^) ^M(^) < où,
^ R X E <-/

donc AeA. Soit A^eE, /^A ;j--p. s. (/i/^^o). Le théorème de Lebesgue
montre alors que d(h^ h) -> o donc E est dense dans A..Le reste du lemme
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est immédiat, en remarquant que pour u1 ̂ i,

a2 a2 /\ i^/2^2^ i).

Soit df une distance associée à la convergence en probabilité; soit [gn) € E
telle que (X(g^)) soit une ^/-suite de Cauchy. Posons

^y(^ ) =- logEexp^X(/ ) ; /<=E,

on a alors ^-^ (t) -> o uniformément sur tout compact, donc

} f ̂ -^)^-^o
' ^0

soit

^ / \ [ i — cos^(^(r) —^ ((.))] ̂ (c) ^M(^) ds->o
^O ^ E X R

OU

f [i A ̂ 2 (^') - ̂  (^) )2] ̂  (^ ^M (œ) -> o
^ E X R

/ sinj? \1 car i — —— i^ i /\ x^ ) ?
\ lr /

donc g^ est une (A, rf)-suite de Cauchy.
Réciproquement, comme ^-^(t) ̂ ^(tgn, tgrn), si gn est une (A, ^)

suite de Cauchy, alors X(g^) est une rf^-suite de Cauchy. De plus,

^g-(t) = f ^(tg(^)) d\^(y} existe et est continue si g = lim gn [dans (A, d)].
J ' • H

P

On peut donc poser X(g) =lim X(g^). Il reste à montrer que X(g) est indé-
n

pendante du choix de {gn). Soit /^,€ E, g^m^o, hm f g [^-p.s.; g,^eA,
d'après le théorème de Lebesgue h,n—>g, et lim ^/<^(() == ^^(t).

De plus :
^-^(^^^(^ ^/O

^[d(th^ t^) ^-d(t^ t^)\^
p

et donc X(A^) — X(g,,) — o; X^) est donc déterminée par g. La forme
de q provient de la formule

f (^/^(r) /\i)d^(^dM(^) = f^(A(c))^jL(r);
^x (% ^ v

ç(X) est croissante, ç (2X)^2ç(À) , on a ç€A^. Le théorème est démontré
si Œ === o. Si o-^z o, on a X= Xi+ X.j, Xa partie gaussienne,

[X,, PJ = L-2 (V, c'3, ^) et donc Lx== Lx, n .L-2

Démonstration de ï^->3 du théorème 1.2 du paragraphe 2. — Supposons
que ^ soit de type négatif et croissante (à une m-équivalence près) et soit x



452 J. BRETAGNOLLE ET D. DACUNHA-CASTELLÉ.

la forme associée. On sait que
i /'» .,

Lx==- /, f ^ (</ (^) ) d\j. (^) est continue en t \

mais de la croissance de ^, on déduit que

^^ /, ^ ^ ( t f ( ^ ) 41 (^) < oo pour un t i

et donc ^^'ç fonction déterminante de L\, soit 5 ->ï.
Supposons maintenant que ç € K ( 2 , o ) . On sait (puisque i<->2) que q

peut s'écrire
^

q(.:v) r^a1'1 ^ ( fM ( f / ) (ÎK

ou encore

q{x) ^ C {^u1 f\^(M(u.),y ( j - ) ^

or, pour tout a, il est facile de vérifier que a;2 a2 A I est ^i—e""2"^2,
d'où le résultat i — ^ 3 .

3. FORMES A VALEURS DANS L7' ET L/, / leK(2,o). — On considère les
formes à accroissements indépendants homogènes et symétriques à valeurs
dans un sous-espace de Banach B de L(û, CX, P). Pour les applications
que nous avons en vue ici et dans un travail à publier ultérieurement,
nous nous intéressons au cas B = L/(û, Cl, P), p<oo. Dans l'article [9],
on trouve des résultats analogues à ceux du théorème 11,1 dans le cas
particulier p = = i . Les calculs du paragraphe sont élémentaires, mais on y
voit bien l'intérêt de choisir pour / '€K(2, o) une représentation de type
négatif.

DÉFINITION. — Si f est une ^-fonction, si X est une forme définie
sur E(V, (J3, ;J-) à valeurs dans Ly(û, eX, P), on désigne par [X, /*] la complé-
tion de X(E) dans l'espace Ly (qui est complet pour la métrique intro-
duite dans la partie I).

DÉFINITION. — On dira que g est (X — ^-intègrable s'il existe une
variable Z qui ait les propriétés suivantes :

i° il existe g,,, gn€E, gn-> g [i-p. s. et X(g,,)-^Z dans L y ( û , e X , ; j < ) ;
2° pour toute suite A,,, fin—g ^-p. s. telle que X(/i,,) converge dans Ly

alors X(/^) -> Z dans Ly(û, cl, P).

Nous désignerons dans la suite par Lx./, l'espace des fonctions (X, f)
intégrables.
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THÉORÈME 11.2. — 5o^/*€K(2,o) ou f{x) = x1^ p << oo.
i° Le complété [X,/1] de X(E) dans L/(û, cl, P) ^ egalî à (X(g) ,

g : (X,/*) intégrable] et aussi à X(Lx,/).
2° LX,/ ̂  UM q-espace L^(X,/)(V, tô, p-).

5^ /'(^)eK(2, i) alors Çx,/€K(2, i).
5i f{x) =xp alors Çx,/eK(2, i) et pour p^2, grx,/€K(2, p).
Si /*(^)€:K(2, o), Çx,/€ K (2, o) et dans tous les cas Çx,/€^-

Enfin on a la formule générale
1

yx./O) == ^2 f "2 rfM (//) + F /( / / / ) <M (u).
*-'0 *7 1

'•X

Démonstration. — On suppose o"2 = o pour la forme X.

Premier cas : yeK^^) et X(E) CL/(ii, cX, P). On a

E/(X(^))=r/(^Fx(,.)(^ ^E
^R

^ ( i — cos?/^) ^M («) ^Fx(g-) (^),
«^Rxll^

où M est la fonction de Lévy de /'puisque d'après le théorème 1.2 on peut
considérer f comme de type négatif et la représenter sous la forme

/(.r) == Ç ( i — ces ux) cM (u).
^R+

Donc

E/(X (^) ) = f ( i - cpx(^) (u) ) dM {u) (cpx(,") (^) = E exp/^X (^) )
•-/R+

= / ( i — exl) — ^x(,y) ( ̂ ) ) <^M ( / / - ) .JR+

Or dM est intégrable à l'infini comme mesure de Lévy et donc

^ ( i — exp — ^xfô-) (?/) ) dM ( u ) ^=. 2 M ( i ) •
J y

Soit

E/(X (^) ) = F ( i - exp - ̂ x(,-) (^) ) ^M (//,) 4- OM ( i ).
*' 0

Montrons que X(gf,n) converge dans L/ si et seulement si :
10 ^xi-.,,)^) converge vers une fonction continue non nulle.

2° lim [ ^.n}W dM{u)< oo.
n JQ

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 5(S
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La condition ^^(u) est nécessaire puisque X(g^) converge en loi.
De plus, on sait qu'il faut que E/*(X(g^)) soit uniformément borné, ce qui
nécessite :

lim / ( i — exp -- '^x (,"•(//,)) dM (u) < oc.
^o

Mais ^x^,.)^) convergeant uniformément sur (o, i) vers une fonction
continue, cette condition équivaut à

— r1
Hnl / ^x(^)(^)^M(^)<3o.

^o

La condition est nécessaire. Elle est suffisante puisque i — e ~ " < . u . On a
alors

f ^x(,-) (^) ^M (if) = ffî (i- œs?/^^(^) ) dM (u) d^ (x) d^ ̂ ),
^0 ^'^f 0, 1 1 X R-+- >< V

OÙ

^ ( a ) = f ( i—cos^) ^N (.c).

Montrons alors que

C\^g) dM(H) ̂ (c)^ ̂  ^y^N(^) ^(^) + /î /(^•0')) ^N(^)^(r).
^U ^ {1 .^ -1^1} ^ - { [ ^ " 1 ^ 1 }

On a i — cos ux-g{^)^ï nu 2 ^ 2 ^ 2 ^) , donc

^ (i — cosu^t) dM (u.) dN (a^) d ^ ( { ' )
^ {X{S<Ï}X[Q,Ï}

^ r ^ 1

/ ^^(^^(^^.(r) puisque / ^ / ' 2 ^M(^)<oo (^/M, mesure de Lévy),
^(.^ l̂) ' ^0

^ (i — COS^A^) ^M (? / ) ^N (^) ^JL (c)
«/ (.y6''> l)n(^o' "<•')

^ff ^^(^t / l ^^/M(^) )^N(^) ^jL(r).
*^R+XV \^ / /=( ) /

Enfin

j (i—cosu.vt) dM(if,) d^(.v) d^^)^' (] ( i dM((f)\dN (^) ^(^)
^(.r^-M^l) • ^ R + X V y ^ 1 /

\ xg (..) /

or d'après le théorème 11.2, on a
1
^ ^

f{^) '^x1 \ {^dMÇf/) 4- ^ îVi (^),
*-/0 i7 i

.T-

d'où le résultat cherché.
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Des calculs élémentaires permettent de vérifier que Çx,/€^2 e!
Çxj€= K (2, o) si l'on pose, comme dans le théorème,

i

-7x,/(a-) =^ f rfN («) + f f^u) O?N(M.).
i/o i71

a,'

On a donc

q^fW ^ f ̂ (^'u)dM(u).
^u

On sait que X(g^) — Z dans L/ équivaut à

^x(,^-> ^z et /T ^ (^ (r) u) clM(u) d^ (^ < K
î 'o

v

soit donc à
lim / ^x,/(^.(^) — ^ ( ^ ) ) d^(v) =o.
?n, nj

Compte tenu de ces remarques, le théorème 11.2 se démontre par des
méthodes en tous points analogues à celles utilisées au paragraphe 2.

Deuxième cas : p = 2?z, n^N*, on a alors

E ^^X(^.) ^d'i P .̂
k=i k=--i

I A ,

où l'indice ik désigne la norme prise dans L271 et d'[ est une constante,
on a donc

L^^l^n . . . n L ^ n . . . nL^^l^nL^.

Troisième cas : p > 2, p 7^ 2 M, n€ N*.

Soit alors T Z G N tel que 2 M < < p < < 2 n + 2 . Posons

I \ ( ^ ) = I - C O S ^ - V ( - I ) Â

/l-=l

On a
^

r - exp - '̂  (Q -^ (-1 )^n,, (^ ̂

E|X(,.)|^^————————————^——————————-^

OU

^^f7^^ et ^(^=EX(^)^

Un raisonnement analogue à celui fait dans le cas p << 2 et des calculs
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élémentaires montrent que si X(g^) converge en probabilité, alors
EIX^,^ reste borné si et seulement si

^o-i^^'^
sup / ______^1__________ dt

m JQ tî^

et
SU? Slip ̂ k (g-m) < 00 OÙ .̂ (^,) = ̂  (û) .

À: J t l

Posant
i

ys ^x r °°

/x,/. O) •== ̂ 't^î \ ^+l N (u) du + ̂  ^ uP-^ N (?/) ̂
i^o t/ i

a*

et
i

î^p (^) = ̂ 2 V • • • V ^'2/( V/x,/. (^) ̂  ̂  f ^ N (^.) ̂  + ̂  F ^-1 N (u) du,
J Q J i

j"/
on obtient alors que

supE [ X (g,n) \p< ûû équivaut à sup / f^p (^,) ̂  < oo.
^" //l tV

On démontre ensuite le théorème comme dans le cas p < 2.

Application. — Fin de la démonstration du théorème 1.2.

Il s'agit de montrer que : /*eK(2, i)<=>f^^ de type négatif, - ^ crois-
«3?

santé [( i)<=^> (5)].
cl, /^•\

5=>i : soit —— fonction croissante donc L^ est un espace d'Orlicz.

Soit X la forme associée à ^. Comme ^ est croissante, la continuité

de ^{ug(t))d[J.{t) est équivalente à f ^{ug{to)) d\î.(u) < oo en un

point ^07^0. Donc 4'^?x; donc t-^ ̂  fonction décroissante et donc
^ € = K ( 2 , i ) .

i==>5 : si /*€K(2, i), il existe une forme aléatoire X telle que L/== Lx,i;
mais si ^ est la fonction de type négatif associée à X, on a [voir expression
de la norme dans L1) :

/(^^ r^(^)^
^o

qui est de type négatif, donc f -^ ̂ i de type négatif.
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4. COMPARAISON DES ESPACES LX ET LX,^. RÉFLEXIVITÉ DE LX,I.

CONVEXITÉ DE Ex. — On se propose de montrer un certain nombre de
résultats qui paraissent intéressants en eux-mêmes (théorème 11.2) ou qui
sont utiles pour la suite (théorème 11.4). L'inégalité (*) qui permet de
démontrer les théorèmes 2, 3 et 4 est utile dans d'autres problèmes.

THÉORÈME 11.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i° [X(E),P]=[X(E), i] (ce sont les mêmes E. V. T., l'identité étant

bicontinue).
2° [X(E), i] est réflexif {ou la boule unité de '[X, i] est équi-intégrable).
3° I I existe p> i tel que [X, i] = [X, p] et les p-normes sont équivalentes

sur [X, i] pour i^p ^p.

THÉORÈME 1.3. — Si [X, P] = [X, p] pour o < p < 2, alors il existe 8 > o
tel que E | X(f) \p+o < oo pour tout /•€ E et [X, P] = [X, p ] pour p ̂  p ^ p + S
(autrement dit l'égalité se prolonge à un certain ouvert de [o, 2[, bien,
qu'a priori, on ne sache pas s'il existe des moments d'ordre supérieur à p).

THÉORÈME 11.4. — Si / '€K(2, p), p > i, alors il existe une forme X
à accroissements indépendants homogènes symétriques telle que

Ly==Lpc,p]==L[x,^ pour tout p ' < p .

Démonstration. — Soit o < p < 2. Supposons [X, P] = [X, p]. Nous allons
d'abord montrer une inégalité utile dans la suite. Comme [X, P] = [X, p]
d'après la caractérisation de ces espaces comme ç-espaces, il existe k > o
tel que pour o << x <. i :

XP f uî1-1 N (u) du ̂  k x^ f u N (u) du.
i/^—i »^o

Par intégration par parties, il vient

F A u° uP-1 N ( // ) du z= ( — u+^ Ç t^~1 N ( F ) d^\
^x-ï ^ H ^ x^~

r ^ / r \- f ô^0-1 ( / ^-1 N (^) dv^ du
J X—1 \tyll /

p^ ^ r ï ^
- A0 \ uP-1 N (u) du + x~^ f uP-1 N (u) du

J ̂  ^x—1

r ^ / r 1 1 \
- / kuP^-3 ( ^ v N (^) ̂  du

Jx—1 V '^O /

soit
' k^ \ r À / ô \2 —^~ ° rao

i — ————— ) / u uP-1 N (//) du ̂  k ( ï 4- ——————. ) ^ ; u N (^) ̂ '
s ^-P-S}J^ ~~ \ ï - p - ê j J^

y*00 / / * \ / k oAA ../ . , \ / À-M V-^-2
/ ^/?-1 N (^) du-( v N (P) ̂  —————,-^ uP-1

^AJ. Wo M 2-^-0
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Soit S assez petit pour que i > ^ _ ^ > o on obtient alors l'inégalité

(*) sup f u^up^ N(^) ̂ ^—ti^^L^-^o r ^(^ ̂ .
A J ̂ t 2 — p — Ô — /CÔ J^

Appliquons cette inégalité dans le théorème 5.1; on a i=>3; le théo-
rème 11.3 est démontré.

On déduit aussi le théorème 11.4 de la manière suivante : soit p> i ,

—^- croissante, donc •/^ est aussi croissante et d'après le théorème 1.2

du paragraphe 1.2, il existe une fonction de Lévy N telle que
i

^x ^00

f{x) ̂  ̂  \ u N („) du + x \ N (u) du
^o J i

x

mais (on peut toujours choisir f dérivable) de ^f^^^o, on obtient
uoc \, oc' j

p ao _i

/ N (u) du ̂  <î——p- x f u N (u) du
J^ ~P-ï J, v /

et donc on a [X, P] == [X, i] et, de plus, la constante k de l'inégalité (*)
vaut ici k = ̂ — p l'inégalité en S s'écrit alors S < p — i et on a

p— i
- r00 o /-c-l

xw \ UP'-^ N ( u) du ̂  p ^ \ u N ( u) du
^r-t p — ï — 3 ^

et donc pour tout p ' < p :

X P 1 f UP'-^ N (u) du ̂  ̂ -̂  ̂  (^ u N („) du,
-̂i p — p ' ^ v / ?

d'où le théorème [et aussi une majoration de 'E\X{f)\Pf]. Pour terminer la
démonstration du théorème, on remarque que 3 -> ï est évident puisque
tout sous-espace d'un L^, p > ï est réflexif (on obtient aussi que la boule
unité de [X, ï] est équi-intégrable). Il reste à montrer que 2 -> ï, par exemple.

Supposons [X, ï] réflexif. On sait qu'en tant qu'E. V. T. [X, ï] est
isomorphe à L^ ̂ . Ce dernier est donc un espace d'Orlicz réflexif. Or il est
connu que la condition nécessaire et suffisante (2) pour qu'un Orlicz Ly
soit réflexif est que f satisfasse la condition A,' suivante : il existe ;>i
tel que

/(^)^/(^). •

Écrivant alors que /x,i€^ il vient pour un certain l> ï,
r /1•Y-1 /^ao ~i /-.(^)-1 ^

2 / / u^(u) du-^-x \ ^(u)du\^l2^ u^(u)du-^-l^ N (u) du
LVo ^-i J J^ î-i
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SOlt

/^ ,,[te]—i ^—1 ^•'ï—1

^ ^(u)du^l2^ u^(u)du^l^ N(^)^—2/2^ ^N(^)^/,
^.r—i ./(, ^(/.r)—1 ^ O

OÙ
^ /,.r—i

^ ^ (u) d u < ( l — ( î ) u N (?/) ̂
t7^-1 Jn

d'où le résultat puisque cette condition équivaut (avec k == l — 2)
à [X,P]=[X,i].

Donnons maintenant un théorème sur la structure de [X, P].

THÉORÈME 11.5. — Une condition nécessaire et suffisante pour que [X(E),P]

soit un £. F. T. L. C. est que /x( ^Çi(^), Ci croissante.

(S'il en est ainsi, il existe une forme Xi à accroissements indépendants,
homogènes et symétriques, telle [X, P] == [Xi, i] et donc [X, P] est
isomorphe à l'espace d'Orlicz L/^ ^

Démonstration. — La condition est suffisante :
En effet, on sait alors que /x€ K(2, i) (§ 2) et donc il existe une forme Xi

telle que
/x.i^/x soit L/.x=L/^.

La condition est nécessaire : ceci résulte d'un théorème de Mazur-Orlicz [6]
sur les gr-espaces (la démonstration directe est d'ailleurs immédiate).

Le théorème suivant caractérise les fonctions ^ telles que [X, P] soit
un E. V. T. L. C.

THÉORÈME 11.6. — La condition nécessaire et suffisante pour que [X, P]
d^ (x^

soit un E. V. T. L. C. est que T——^ fonction croissante.oc

La condition suffisante est immédiate : si ^ est croissante, ^^Çx

donc ^ m- fonction croissante et donc [X, P] est un E. V. T. L. C.
3C

Supposons réciproquement que X, P soit un E. V. T. L. C. Alors on sait

que ^ ^ fonction croissante. Mais comme on ne sait pas, a priori

que 4' ̂ fonction croissante, on ne peut conclure. On peut écrire

r°°(L (^) := .a? I smu^M(u) du
- 0

'JT

^x / /T\\
^x^ ^ uM (u) ^=o(^x( - ) ) -

«-/ft \ \ / /
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Remarquons maintenant que par suite de la décroissance de M et de la
périodicité du sinus, on a pour o < 6 < 7r,

o ^
r^ . r "

^ (.r) ̂  x j sin n x M (n) du -\- x f smî/.T M (i/.) du
^ O «Al—O

X

0

^^smo f \M(^^-OsmOMf^° ' ) .
(J J, \ -x 1

Mais

,©,(^)^MC^)
> À

0 7T — 0 7 T — 9

/Tf / _1^ \

puisque —— ̂  fonction croissante et ceci implique que

f // M ( if) du — -1- M f-1-^ o
J , ^ V . ^ , / —

donc

^^'^O0^^0)^^^"——^\ 0 / — — 20 \ ^ / — — \ ^^ / — \ x

x\pour 6 bien choisi, et donc ^(x)^k{Q) q(-j où 9, /c(9) sont des constantes
convenables et, donc ^^^x-

Pour terminer, appliquons les résultats des théorèmes 11.2 et 11.3
au problème de la recherche des espaces L7' qui sont de type /*.

THÉORÈME 11.7. — Si /*€K(2, i) et si /^^ t alors V est de type f
pour p '>p (i^p^2).

{Remarque : Nous montrerons dans un autre travail que cette condition
est en fait suffisante pour que \J3 soit de type /*, elle est aussi nécessaire
si [̂  est une mesure diffuse infinie, mais ces démonstrations nécessitent
des techniques différentes de celles utilisées ici.)

Démonstration. — Soit Z la forme stable homogène, à accroissements

indépendants, telle que ^{t) = t P ' et donc d!N(u) = ̂ ^ on a, en appli-
quant 11.3,

\ / i/P'-^1 /

L 1

du, _(p'-p)^ ^u^du r^ ^
/o ^/+1 p x ^ ^

ix,p)=iz,,, .„ ..f^^^r^^j-^,..
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Mais si l'on considère [Z, f], d'après ce qui précède, on a
i

?z,/=^2 / u'-f'di,, + f f(xu) du,.
t/0 ty 1

X

Or pour u> i [si f(i)=ï pour se fixer les idées], on a f(u) < u, donc

f f(.vif)\lN(it) < ̂  f ///^/N(//-)
^r i »/1

a' a?

et par sia(e
[Z,/]=:[Z^]==[Z,PJ.

TROISIÈME PARTIE.
INTÉGRABILITÉ POUR UNE FORME £-[i-INVARIANTE.

Les différents résultats de cette partie n'ont aucun intérêt par eux-mêmes,
il s'agit uniquement de lemmes techniques.

Soit p. une mesure diffuse infinie et X une forme s-p.-invariante
sur E(V, tô, ;J.). On note Lx l'espace des fonctions X-intégrables {^oir
IIe partie, § 1).

'D'après les résultats de l'appendice sur la représentation des formes
£-[^--invariantes, il existe un espace compact S et une mesure de Radon v
sur S telle que

X=fx^.(S),
J^

X^ est une forme à accroissements indépendants, cette égalité signifiant
que pour toutes fonctions boréliennes bornées y , ( i = = i , . . . , n ) , et toutes
fonctions étagées g;, g, /\ gi=o (i^/), on a

E/i (X (^ ) ) . . . /„ (x (^) ) = fn.y; (xs (^,) ) ̂  (S).J^
On dira que fç /^\ Ls si /*€ Ls ^-p.s. Il est clair que /^\ Lg est un espace

v v
vectoriel.

THÉORÈME III. 1. — Si fm->f j^-p. s. et Xy^-^Z.

1° Z est indépendante de la suite fm choisie.
2° Lx est isomorphe à [X(E), P], complétion de X(E) pour la métrique

de la convergence en probabilité.

3o Lx=^Ls.
v

Ann. JÏc. Nonn., (4), II. — FASC. 4. 59
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Démonstration. — Soit gn une suite d'éléments de E telle que X(gn)—^Z,
posons

€>,,(^) ==Eexp^X(^); ^n,m(t) =EexpitX(g,n—g-n)',

on a donc
i — < Ï ^ , ^ ( ^ ) — ^ o (/î, TTÎ —> oo ), uniformément pour ^€ ( — A , A) ,

soit

(^ {gn (^ ) - ̂ ,, (^ ) ̂  (F) 11 ^ (S) -> 0r i i -expr ^^(^^(^^-^//.(^^^(^ll
^L L ^ v

où exp — ^s est la fonction caractéristique de S. Comme i — e^ ̂  i H u,
on a

^[Inr^s(^(^(p))-^(p))^(^)]^(s)-^o
soit encore

f ^ ( t ( ^ n ( v ) ) — ^ ( ^ ) ) ^(^)-^o en v-mesure.

D'après l'étude faite au paragraphe 11.2, on a encore

f ï n A'2.^'2 (^ (?) — gin (v) )2 6/pi (^) c/M8 (.r) -> o en ^-mesure

(où M8 est la mesure de Lévy de S) ou enfin f fs{gn-^ gm) dy.-> o en
v-mesure, /g q-î onction associée à S {cf. § 11.2).

Il existe donc une sous-suite gm'^ telle que gm' converge vers zéro dans L^
v-p. s. Soit alors g une limite [^-p. s. de grn'. gm' -> g dans L^, v-p.s., donc,

g€ /^ L/^ == /^ Lg et g est X-intégrable.
v v

Soit maintenant g€ f^\ Ls== /^\ L/^; soit A^eE, / i^->g [^-p. s. et
v v

dans Ls v-p. s.
On a

exp — f ^s (t/i,n) d^M -> exp — f ^s (^•) 6/pi uniformément pour 1 1 < A.

Donc $^-^$, X(A,n)—Z. D'après la première partie de la démonstration,p
si gm-> g, de gm—hn->o dans L/^ v-p. s., on déduit que X{gm—hm)->o
et donc que X(g) ne dépend pas de la suite {gm) choisie.

THÉORÈME III.2. — Si Lx est un espace de Banach ^^-iwariant,
il existe une forme à accroissements indépendants S et une forme à accrois-
sements indépendants Si telles que Lx = Lg^ = Lg^, ^
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La démonstration est fondée sur les lemmes suivants :

LEMME III.1. — Si X est z-^-iwariante, X = ( X^vÇS), il existe une
J ' s

forme s.-^-iwariante X, X. == f X.8 d^^) telle que î soit atomique et
^

que Lî==Lx.

Démonstration du lemme. — Soit g€ F^ L§ et soit /ls la gr-fonction asso-
v

ciée à X8 [voir § 3). Alors ^ /^(g) dp. < oo v-p. s., soit M8 la mesure de Lévy

associée à ^s? on a (^- § 11.2) :

fsW=r- Ç œW{x) dx,
•^0

q'Çx) et M8^) sont mesurables [pour le couple (S, x)] puisque M° (x) est
mesurable pour tout x [par transformation de Fourier puisque ^(t) est
mesurable pour tout (], S étant munie de la cr-algèbre la plus petite rendant
toutes les applications f : S -> R définies par /'(S) = S(/*) mesurables
[/'eG(R) et M^.) est monotone donc M8^) et fs(x) sont mesurables],

Posons M8^)^^ si 27^<^^2 /^+l et ^ <i Ms(27^) ̂ a7^1, M, /c€Z.
L'ensemble de toutes les fonctions M ( . ) est dénombrable; soit (1M/, / € N )
cet ensemble. Considérons alors l'application S->l(S) de (S, v) dans N
définie par l[S) = j si M^^^My; Z est mesurable (le choix de / ne
faisant intervenir que la valeur de M aux points 271), de plus de par le
choix de M, on a

i
^

/^(s)(^)^/s(^)^â/ /(s)(^) avec /^(S)(^)==-^ / xMi^{œ) dx.
^o

Posons v = = v o i ^ î est portée par un ensemble dénombrable de S,
à savoir { S , SGS, M8^ M.j, / € N } } ; î est atomique et définit une forme
linéaire X par

X= Csd(S).
tV ^d

fi (S) (^\
Comme i^' v ^2, on a

y/s(^)^<oo. ^-p-s'- ^ y/ / (s)(^)^<oo, ^-p.s.
<^ y/s(^)^<<îo^ î-p-fi-

et donc / ^ L s = = / ^ L s soit Lx==L^.
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LEMME III. 2. — Si Lx est un Banach B ^-[^iwariant, v étant atomique,
on a

/s^) ^==a(S) <oo, î-p.s.^P / /s (^) ̂  == a
§-€E

^ H H < I

Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi; il existe alors un atome Ao
et une suite de fonctions g/,€ E, (g^^o), telles que

II^HB^

et pour S€Ao,

f/8^)^^
^v

l'existence des g/<- étant assurée par l'inégalité :

f^W^W^^W
qui implique que

^ / /s (^) ̂  ::= 00 pour tout r,
é-lln^/-^

sup
A-€E, H é - l l B ^ 7 '

dès que cette relation vaut pour r == i.
Comme p- est de masse infinie et diffuse et que les fonctions g/ç sont

étagées, il est facile de construire une suite g^ telle que g\g ' .= o pour k^ j,
et que chacune des g^ se déduise de gh par automorphisme de (tô, [J.)
(il suffit de construire les g\ de proche en proche).

eo oo

Posons alors g=S^; || g \ ̂ |̂| g'k || ̂ i puisque [| gj| = || g/,|| mais
i i

00

g^F|Ls car ffs(g)d^^ffs{g^dv.=^ sur Ao, donc B ̂  ̂  Ls.
o ' i ^

Démontrons alors le théorème : si Lx==B, L$==B, et donc
i

f / ' (^ f iA——)^^(S)<oo.
i^-e-^V \ " • V 0 / /^

Posons alors

fW=ffsw(^/\-—j^^).
J \ a \ ^ ) /

M ( Â ) = = r M S ( À ) ( i A — — ) ^ ( S ) .
J \ ^ { ^ ) /

De l'inégalité /'(^) ^/*(2À) ̂ 4/'(X) on déduit que si f est infinie au
point Xo, elle est infinie partout, ce qui impliquerait que pour tout g€B,
on ait

( fs(gw(I^——)^(S)^^)=^
^xv \ c t^) /
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ce qui contredit la définition de d. Donc f est finie, f est une g-fonction
et l'existence de f assure que la fonction associée M est une fonction

[ r 1 1de Lévy M décroissante, M ( o o ) = o , j X M (X) rfX < oo , î étant atomique,
^o J

il est clair que g€ /^\ Ls équivaut à geLg pour tout S, ce qui équivaut
v

encore à j f{g[^ ( i A ^y) dv{S) d[!.(v) < oo, où geLs,, si So est la

forme à accroissements indépendants définie par sa fonction caracté-

ristique exp-—^(t) , avec ^(t) = ^ (i — cos tx) d{—M(^)). Donc, par le

raisonnement de complétion habituel, Lg, B, Ls, sont isomorphes. Mais B
est un E. V. T. L. C., donc Lg,== Lg,,i, pour une certaine forme Sj d'après
les résultats du paragraphe 4 (IIe partie).

QUATRIÈME PARTIE.

£-P--ESPACES ET ESPACES D'ORLICZ DE TYPE ?, I^p.^2.

Nous démontrons dans cette partie le théorème principal de ce travail.

THÉORÈME IV. 1. — Soit [J. une mesure diffuse, infinie [où la mesure S
sur N). La condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace de Banach
^-[^-invariant soit de type p (i^p << 2) est que :

(i) B soit un espace d'Orlicz Ly;
(ii) feK{^,p).

COROLLAIRE. — Si p- est quelconque, cette même condition est suffisante
pour quun espace L/ soit de type p.

En fait cette condition /*€ K (2, p) est aussi nécessaire si y. est diffuse,
finie (il suffit de modifier un peu la démonstration ci-dessous). La démons-
tration de ce théorème utilise les formes linéaires aléatoires stables d^ordre p.

DÉFINITION. — Soit F un espace vectoriel, X une forme linéaire aléatoire
sur F, X dite stable d'ordre p si pour toute famille finie (/i, . . ., fn) d'élé-
ments de F, la loi de (X(/\), . . . , X(/n)) (sur R/1) est stable symétrique
d'ordre p (pour tout ce qui concerne les lois, voir [12]).

Nous allons d'abord montrer le théorème suivant :

THÉORÈME IV. 2. — Si B est un espace de Banach ^-[J.-iwariant ([JL mesure
diffuse infinie) de type p(i^p << 2), il existe une forme X stable d'ordre p
sur B, £- p-- invariante et telle que [X, P] == B.
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COROLLAIRE. — B est un espace d^Orlicz de type i.

Nous ferons la démonstration dans le cas où (V, [^) = (R, dx).
Le cas général en résulte immédiatement; en effet, si B n'est pas sépa-

rable, il contient (puisque y. est normale) un sous-espace séparable de
dimension infinie. La condition nécessaire résulte alors du cas séparable.
La condition suffisante résulte du théorème de finitude de la condition
de plongement (théorème 1.5).

Soit B un espace de Banach de fonctions mesurables sur (R, dx).
On suppose que B est £- [^--invariant, c'est-à-dire que si & est une fonction
sur R, | £ | = = i , et T est un automorphisme de l'algèbre d3 conservant la
mesure, on a \\f\\ = ̂ £/'||. Considérons la partition de l'intervalle [— n, n\
en {lnlln=p(n) intervalles disjoints ly, / = i , . . . y M ^ 4 ' 1 à extrémités
dyadiques. Soit Fn l'espace vectoriel des fonctions f étagées qui s'écrivent :

P(7t)

f=^i^ et F=V,F,

LEMME. — F est dense dans B.

Puisque E(R, <%, dx) est dense dans B (par hypothèse), il suffit de
montrer que F est dense dans E, ce qui est immédiat.

Supposons que B se plonge dans un espace L^/X, II). Soit J ce plon-
gement de bornes m et M, on posera f=3{f) si /*€B. Notre but est de
ramener l'étude de B à celle d'un espace { { X, P}}, où X est une forme
linéaire aléatoire £- [^-invariante.

(a) On désigne par Sfn le groupe des permutations de n éléments.
6p(n) opère de manière évidente sur Fn en permutant les intervalles IJ.

Soit ^e'Sip(^); on a
\\pw n

2^
m. :M,

2^
d'où, puisque sur B la norme est invariante lorsque l'on fait opérer or ;

m^-

p(n}

2^
/==1 P

P W^^^^
/=1

:M

pour tout a'€'ëi^(7i).
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La formule

log E expî ̂  À y X ( i ^ ) = ^ ̂ , î^

définit sur Fn une forme aléatoire stable d'ordre p, puisque la fOnC-

^S. /\ 1

tion f-> f \ p est de type négatif sur tout espace L7' [voir [12], parties 1 et 3).
Mais en général cette forme n'est pas £- [^-invariante [c'est-à-dire que les
variables X(iij) ne sont pas échangeables]. Nous allons la modifier de
manière à la rendre [^-invariante.

p w
Soit/eF,;/=^À;n;.

Comme nous voulons nous ramener à un espace F de suites ; si f,ç F^,
on aura aussi f^Fn+i en écrivant f= A i , . . ., \n (dans Fn) :

f= o , A i , Ai , . ., ^, À/ / , o , (dans F,,+i)i , AI , . ., A/^, / / / , o
2'^fois

et ainsi on peut considérer f comme élément de. Fp, p^n, donc
F == lim f F^.

ra
L'idée naturelle est alors la suivante : si l'on pose

N. S'--.; -(ï^yy, 2; 2^,,,-,
\ /=1 / <7€Ô,,(n) /=1

on peut définir p(n) variables X'J échangeables par la formule
/ ' p w

-logEexp^ÀyX^N, ^^.i^).^^•—i.,,. ^Ay

/=l \7=l

Mais le plongement n'étant pas une isométrie, il n'y a pas, en général, de
recollement [puisque ] ^i, ô \p-^ o, ^i \p donc Na(^, o) ̂ z Ni (A)] c'est-à-dire
que N^(/1) 7^ N^+i(/1) pour /*€ F,,, et l'on ne peut appliquer le théorème
de Kolmogorov pour construire X sur F. Il faut donc modifier cette
construction.

(V) Soit l'espace des suites X == (X,) bornées; i€N*. Soit 6 le groupe
des permutations de N ne déplaçant qu'un nombre fini d'entiers, "Si,, le
sous-groupe de JSi ne déplaçant que les n premiers entiers (spécialisation
du groupe fSn introduit plus haut) :

*ï == lim ^ ̂ ,

Jô opère de manière évidente sur l.
On se propose de construire une mesure invariante (moyenne) de JSï groupe

d'opérateurs sur l.
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Soit 0,, la mesure qui affecte à chaque point du groupe on à n ! éléments

la masse —^ On pose

0,0)= / cr0)^(cr)
^Qn

=^i'm-
1

Soit IL un ultrafiltre sur N. On définit 0 par

O À = l i m O , , ( À )
^ll

[9/i(Z) est une suite constante à n éléments, c'est-à-dire un nombre À^].
On a

O i = i .

La suite des mesures Qn sur ^n converge donc (faiblement sur l) vers une
mesure 9 sur jSi, 9 est "à-invariante, car

9o"À==6,(7/ si o'e's^

pour tout X, et 0^ est "Si^-invariante (bien entendu ô n'est pas unique !).

Dans le cas où l est remplacé par F = \ ) ¥n, il faut modifier un peu
n /^ ./<

cette construction; pour n assez grand, on a f^Fn et fç Fy,, p^n.
On écrira donc de même :

Q/=: lim6,,/ [9,,/définie pour n > ̂ (/)].
^a

(rf) Soit alors F, son image F dans L^(JC, <5Tl) et F l'image de F par la
construction précédente, c'est-à-dire que f = 9/*. Soit J' cette dernière
application.

Puisque B est £-[^-invariant, d'après la définition de 0^, on a

^ K/U^KC/U^ , , M,
n 7 7 1 — — ,i /.i i --— 3u.|j ,, ^ 1 1

^GQp^ II/HB -- II/HB ""oefi^;, II/HB
soit

m^^L^^W.
\\J\ B

fcomme H^ =lim O,/̂ , on a ^^-j^^M).
\ î II*/ ll/^ /

La construction du processus X à accroissements échangeables est
maintenant facile.
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On pose
n

N^)(ÀI, . . . , À Â - , . . . , ^p(n)) ==—logexpîV^X(i i j )
/=1

=:|[Ài iiï4-...+^)li^^ I I .

Les fonctions N^(^) sont de type négatif, continues en Xi, . . ., Xp^ puisque
limites suivant l'ultrafiltre "U de fonctions de type négatif.

Par ailleurs, N?(^) est invariante par Ôp[n} et la famille Np(n) est compa-
tible, c'est-à-dire que

-N/,(/Î+I)/ o , / i , Ai , . . . , À^(,Î), À^(,;), o \ == N^) (Ai , . . . ,À^) .

La forme linéaire aléatoire X : F ->- L(û, CX, P) est donc bien définie,
£-[^-invariante et stable d'ordre p. On sait que La; et [X, P] sont isomorphes
lorsque La; est muni de sa ç-distance et [X, P] de la distance de la conver-
gence en probabilité, à condition que [X, P] soit isomorphe à un espace
de Banach (théorème II 1.2). Or les relations suivantes montrent que B
et [X, P] tous deux complétions de E, sont isomorphes :

^^11^_^^^^, ^ -logEexp^(X(^)-X(^))=^[]^-^[|;; .
1 1 b "- — ëin \ | p

Donc l'identité est un isomorphisme de La; et B. Mais, on sait qu'alors
il existe So et Si à accroissements indépendants telles que (§11.4)
Lx= LS^== LS,,I et donc B est un espace d'Orlicz de type i.

Le théorème est maintenant démontré dans le cas de (tô, \^) séparable
diffuse infinie (la même démonstration pourrait être faite dans le cas général
en prenant un ultrafiltre sur un ensemble ordonné de cardinal supé-
rieur à %o).

Remarque. — Toutes les constructions de ce chapitre sont plus faciles
à voir dans le cas des espaces de suites. En particulier l'étude de [X, P]
est immédiate en utilisant le résultat classique suivant.

Soit y/c^) une suite des fonctions caractéristiques réelles. Alors,
ou bien II/^<p^(^) converge (uniformément pour —i^ (^ i ) ou bien
II/c y /^ l—^o, presque partout.

L'espace F est simplement l'espace des suites nulles à partir d'un certain
rang, l'espace Fn des suites nulles à partir du rang n, et le processus X
une suite de variables aléatoires stables d'ordre i en dépendance symé-
trique. En particulier il est facile de montrer que si B est de classe p, Bc^2.

Pour démontrer le théorème principal, on est donc ramené à démontrer
le théorème suivant :

THÉORÈME IV. 3. — La condition nécessaire et suffisante pour que L/
soit de type p, l'^p < 2 est que / 'eK(2, p).

Ann. Éc, Norm., (4), II. — FASC. 4. 60
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Le théorème est déjà démontré pour p = i, puisque tout espace de
Banach £-[i-invariant de type p(i^p^2) étant un espace d'Orlicz L/
avec /*eK(2, i), la partie nécessaire est démontrée, la partie suffisante
résulte de la deuxième partie, si /*€ K(2, i), on a vu qu'il existait S forme
à accroissements indépendants telle que L^= Ls,i.

Passons à la démonstration du théorème pour i ^-p << 2.

ETUDE DE LA CONDITION NÉCESSAIRE.

DÉFINITION. — Nous dirons qu'une suite gi, . . ., gn d'éléments de L/,
espace d'Orlicz, est £-invariante si

J/(£i^i4-...+£,^)^=:^/(^+'...+^)^

pour tout choix de £i, [^ ==i .
Le lemme qui suit montre que la moyenne d'une suite gi, . . . , g n ne

peut pas croître trop vite, de manière précise, pas plus vite que la moyenne
d'une suite d'éléments étrangers.

LEMME. — Si gi, . . ., gn est ^-invariante dans L/, /*€K(2, o), on a
nj /( g; +...+„-„ )<-/^c^y"/(i^i)^

i-r^

où C ne dépend que de f.

Démonstration. — Si (gi) est £-invariante, on a

j f{^ +. . . + gn) d^ = Ej"/( ^ Z,+ . . . + ̂ Z, | ) d^

=y E / ( l ^^+• • •+^^ l )^ ,
où ( Z ; ) , i = = = i , . . . , / z , est une suite de variables de Bernoulli indépen-
dantes. Comme / '€K(2,o) , on a [voir 1̂  partie),

/(À)^ [(i-e-^dM^),
^K

où M est une fonction de Lévy; donc

r r r \ / ' M2
/ / ( |^+.. .4-^|)^^G(/)< \ E i-exp-^ y.giWi\\ ̂ ^)dM(u).J • J ' L W • /J • • -

Or
/ /^ y r- /.-i x . / . - i -i2 F- /n-i y n-l

)=E e.p- ^Z. n
i / L v=i 7 ^i

E ^P — ( ^j^-7^ ) = E exP — ( ^^A J ]̂ J ch^-^Z, x exp — x\ •
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Comme chrc^i, et en intégrant de proche en proche, il vient

E l — exp — ( V Xiïi ) ^ i — exp —Y^)
L \ 1 /J 7=1

n F- / n \ -12

^V i — exp — x^ FE i — exp — u2 ( V ^.Z, ) dM (u)
/=i L \ i / J

/i
^D(/)^/(^.),

7=1

où D (/*) ne dépend que de /*; et donc
n

J/( ^+...+^|)^^CDJi^/(|^•|)^.
f==i

Remarque. — Une méthode probabiliste permet, dans le cas de L^,
d'avoir un résultat analogue, dans le sens minoration, le rôle extrêmal
étant joué là par les variables gaussiennes et indépendantes. En effet,
si (gi)i=i,n est £-invariante dans L1', on a

E

( n \ 2

^I^+.-.+^I^^^C^) ^J^^) .

7=1 /

Pour démontrer ce résultat, on utilise la représentation des lois stables
[voir [12], I^ partie) qui permet d'assurer l'existence d'une mesure v^ sur
la sphère S^ de R" telle que

f \ Ài^i + . . . 4- ^ngn ̂ d^= Ai 5i + . . . + ̂ nSn \P CÏV (s,, . . . , Sn)
J J^n

pour tout X^, X^eR.
Donc

+...+,^|'°^=: / E|^Zi4-. . .-}-SnZn\P dv.ri^+...+,^i^^=: rE
iy t/s"

Mais, on a vu (IIe partie de ce travail) que

[ — I | COS Si t

E[^+...+^Z,^== f——/————dt.
^•ïî

II est immédiat, puisque ^^^i, qae l'on a
z'=i

E|iiZ,+...+,î,,Z,,|/'^C(^),
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constante indépendante des si.

I dv(s^ ...,Sn)= f (^ +... -+-s^)dv(s^ ...,^).
^s" ^s"

Mais v étant une mesure bornée (sur un compact), on a
i_ i_fyl(' î+•"+^)^ï^[/(5î+•••+^)^T5

on obtient alors l'inégalité cherchée en remarquant que

j\s,\Pd^(S,, ...,Sn)=f\^\Pd^.

LEMME. — On dira que gi, - ' ^ g n est une suite presque ^.-invariante
dans ï7 s9 il existe m, M, o < m < M < oo et

m ^-

^iSi
i

Y /'
^§i
i

:M.

Alors les inégalités du lemme précédent restent vraies en rempla-
Mçant C(p) par^C(p).

Posons en effet :

N(À^, . . . , À / ^ ) = E ^Z^.À,

N(Âigi, . . ., ^ngn) est de type négatif, homogène d'ordre p et donc on a,
par la représentation déjà citée des lois stables,

N (̂ i, . . ., g-n) = j \ Si +. . . 4- Sn \P dv == j E | Si Zi 4-... 4- s^L'1 \P dv
J^n J^n

'=C(p) (' y.\Si\Pdv^s»'—
^C(/?)^N(^,),

d'où
H

^jêf

7=1

2
i

81 r
n

^jWy
/=i
(^î • • "> ̂ ) V

i

p

N(^, • • •10 ' ' " )

N (o.)

2N(é'')
i

2̂ ^
/^
^M
—— 77Z
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Démontrons maintenant la condition nécessaire du théorème. Suppo-
f(^\ m

sons que •—^-n^ fonction croissante.

Il faut distinguer deux cas :
Premier cas : II existe deux suites X/^, \^ telles que

/(^) ,/a,)
———— -> A ——,———•^/•-> 0, ^/->0, F̂ -—O,

^k ^ ^R

Deuxième cas : Mêmes hypothèses mais ici X/^ -> oo et X^ -^ oo.
Traitons le premier cas (condition nécessaire pour que If soit de type p).
Posons

'̂^Â-

N,=
/(^)'

on a
À')^^. pour N<,(i-i)^y^N^' (i^t^/i,-)

=: o dans les autres cas.

Soit /''•* la suite (^)/gN et

On a

ê^^f''^^^-

00

^/(7^)=o(i) donc ||/^]|^=o(i) (<2).

et

i;/(^)=N,Y^\^
7- W/

==k,
donc g71 -^ oo dans lj.

Supposons alors If de type p. Soit J le plongement de bornes (m, M) l/ —> I/,
et soit g = J(g). La suite ^ ' k est presque s-invariante, donc

nk

^
i=ï

nk

2; /•••*

-C(,)ï

soit

2;/'.' ..M
:2C^

M
w5d'où I I ^ I ^ ^ ^ C — , ce qui contredit g^-^oo.

Deuxième cas [condition nécessaire pour L/(R, dx)],
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Soit Uk intervalles de R disjoints, n^ et N/c étant définis comme précé-
demment à partir de X/^ et X^, on pose f^'^x) === ̂  sur le premier intervalle
de longueur N/c(i^i^^) et fl)k{x)=o ailleurs. Le reste de la démons-
tration se fait comme dans le premier cas.

ETUDE DE LA CONDITION SUFFISANTE. — POSOUS

/(^)_^) fW_^W
~r~~i^ et ~^p~~~r' p>ï'

Alors g(t)e K(2,i) et xîp= t'y d'après le théorème 1.1, il existe une fonction
de Lévy N telle que :

i

g(t) =t\f y N(j) dy-^-t F N(j) dy.
JQ J\

~i

On vérifie par dérivation que les deux égalités
i i

f y N (j) dy == f y M (y) dy et f N (j) dy = f yf'-< M (y) dy
J() JQ J\ J -1

7 ~x

définissent une même fonction M, qui est de Lévy et donc finalement
4

f(^)=z^ uM(u) du-^xP f uP^M^du.
t - /o J\

x

Si X est la forme aléatoire associée à M, on a Lx,p == L/^. Remarquons que
Fon obtient ainsi le théorème de représentation de K(2, p).

APPENDICE.
ALGÈBRES ARCHIMÉDIENNES

ET REPRÉSENTATIONS DES FORMES £-p--INVARIANTES.

Cet appendice se trouve à l'écart de l'ensemble de ce travail. Il a pour but
de démontrer le théorème de représentation des formes £-[^-invariantes
dans le cas d'une mesure p- diffuse infinie, de manière à généraliser le
résultat classique sur les suites de variables aléatoires en dépendance
symétrique. La méthode utilisée des algèbres archimédiennes est très géné-
rale, elle permet d'obtenir des théorèmes analogues pour des processus
positifs ou des formes à valeurs non réelles. Elle nous a été suggérée par
J.-L. Krivine.

DÉFINITION D'UNE ALGÈBRE ARCHIMÉDIENNE [3]. — Soit 0L UUC algèbre

réelle, commutative avec élément unité i, ® un ensemble dit préordre
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d'éléments de (SI dits ^ o, tel que i € ®, — i ̂  ®, /, g€ ̂  implique
Â/'+ [^g€^, /g€ ® (pour X, [jLçR4"). L'algèbre ÛL est archimédienne si,
pour tout x^0L^ il existe un entier risc tel que rix i — ^ = î/€ ̂ .

THÉORÈME ([3]). —Soit % l'ensemble des formes T linéaires positives sur
une algèbre archimédienne <9L, teH^ çue T(i)==i, afor^ pour ^ou^ Te®

il existe une mesure de Radon [̂  ^ur Ze spectre "§ de CX ^Zfc gué T == f S rf[^(S)
J^

fo spectre S e^ant constitué des éléments extrémaux du connexe compact T,
c'est-à-dire des homomorphismes de Cl dîaTZS R.

Si 0L est une algèbre complexe munie d'une involution, on dira qu'elle
est archimédienne si l'algèbre réelle des éléments autoadjoints est elle-
même archimédienne. L'analogue du théorème précédent est immédiat.

PREMIER EXEMPLE PROBABILISTE D'APPLICATION DU THÉORÈME. —

Suites de variables échangeables. — Une suite de variables aléatoires
Xi, . . . , X^, . . . est dite échangeable (ou en dépendance symétrique) si la
loi de (X^, . . ., X/, ) est indépendante du choix du p-uplet (^i, . . ., n?),
n.^nj pour / 7^^ ni€N*.

(Si l'on désigne par S la mesure constituée de la masse unité en chaque
point de N*, les suites échangeables sont les formes 8-invariantes sur N*.)

Montrons par la méthode des algèbres archimédiennes qu'une telle forme
est mélange de formes à accroissements indépendants et homogènes
[ce que l'on traduit d'ordinaire en disant que les X^ sont conditionnel-
lement indépendantes par rapport à la ci-algèbre des événements symé-
triques ([7], p. i36)J.

Soit { ^ } , / e J , une base algébrique de l'espace C(R) des fonctions
continues ayant une limite à l'infini. On suppose que i € { / ^ } .

Soit 0L l'algèbre (réelle ou complexe) des polynômes formels par rapport
n

aux fj. Un polynôme du premier degré P=^a,/^ sera dit positif si et
i

n

seulement si la fonction (sur R) définie par x -> P{x) =^,aifi{x) est ̂ o.

Posons

^? =: < PçCX, P s'écrit d'au moins une manière sous la forme

N M

^2 IP-
i=l /=!

P^y, polynôme positif du premier degré ^.
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Il est facile de voir que S est un préordre et que (eX, ®) est une algèbre
archimédienne. Soit Xi, . . . , X,,, . . . une suite de variables échangeables,
à partir de cette suite, on définit une forme linéaire T sur (fl par

T(/i/2, •..,/.) =E/, (X,)/, (X,) .. ./.(X,) ;

on a clairement T ( i ) = i , T ^ o (la dépendance symétrique assure,
en particulier, que cette formule est compatible avec la commutativité de
l'algèbre eX).

On a donc T == j Srfp-(S), où S est le spectre de <fl et y- une mesure de
17 2?

Radon sur S. Les éléments de S sont les homomorphismes de Cl dans R.
A S est associée une mesure S [par / ^ — S (/;)]; S ne charge pas { o o } :

en effet, soit /,€C(R), o^/^i et lim^=i p. p.
n

D'après le théorème de Lebesgue, on a

lim fs(f^) â^ (S) =limT(/^) donc limS(/,0 =i ;jL-p. s.
n «-/ n n

A S on peut associer aussi une suite de variables X^ indépendantes
équidistribuées par la formule

S(/,)..,S(/,O=E/,(X?).../,(X,S)

pour toute suite finie /*i, . . ., f^ en particulier
n.

^sOi, '-^n)=Eexpi^X,=^f^^a^ ...,^)^(S),
"s ,_/=:1

où

^s(^i, . . . , ^0=Eexp^ÀyXS .

Nous écrirons l'égalité (valable pour tout choix de f^ . . .,^) :

E/i(X,) .. ./,(X,) = FE/, (X?) . . ./,(X,S) ̂ (S)
^/^.

sous la forme

X=fxs^(S),
j y ,

soit :

Toute forme ^-invariante sur (N, 8) ̂  mélange de formes à accroissements
indépendants et homogènes.
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Cas de [!. mesure diffuse infinie. Représentation des formes [^-invariantes. —
Soit toujours {f/)/çs une base algébrique de C(R), i€(^/). Soit (f/,t)
l'ensemble des couples (f/y t)y f/^(f/) e^ tçD^ ensemble des nombres
dyadiques strictement positifs, et soit (^o ,< )? OGR*, t€ D^ des variables
distinctes des précédentes. Soit Cl l'algèbre (complexe) des polynômes
par rapport aux /^, ZQ,^ S l'idéal engendré par les polynômes de la forn^e
z^tz^r—z^t+i', OeR*, teD^.

On munit OL/^f d'une structure d'algèbre archimédienne de la manière
suivante :

Un polynôme du premier degré
n . n

P = ao +^ ai f,, 14-^ bj^^ t

est dit positif si et seulement si

^o+Vaf/-^) 4-V^/expî6y^^o (sur R).
i J

(9L est muni de l'involution
(af^Y=(aff,,Y-, (bzQ,,y=bz^,r,

^i sera alors l'ensemble des polynômes P qui s'écrivent d'au moins une

manière sous la forme P ==^ TT P^y, Piy, polynôme du premier degré ̂  o,
i /

®i est un préordre (de polynômes « réels »).
Soient ® le préordre ®iU .. .^U(-;0 et (0L', ®') = W3, ®/^).

(<St, ®) étant archimédienne, il en est de même de (dt', %'). Soit alors X une
forme ^.-invariante sur E(V,d3,p-), [^ mesure diffuse de masse infinie.
La formule

T (fi, t, x... x fn, ̂  x ^o,+, t^ x... x ^- ,̂ tn+p)
=E[/iX(iA,) X . . . X ( I A , ) expi9,,+iX(i^^) x . . .x expî6,,+^X(iA,^)j,

où A.etô, i = i, . . ., n+p, A,Ay= 0, i^/, p.(At) === ^ associe à X une
forme linéaire positive T sur ÛL (en étendant par linéarité la définition
à tous les polynômes) et T(i) = i (l'existence des ensembles A -̂ est assurée
parce que p- est de masse infinie et diffuse).

Nous pouvons alors appliquer le théorème de représentation à la forme T'

induite par T sur (ÛL7, ®'). On a T'= fs^(S), où S est l'ensemble dest7^
caractères réels de CL.

S{fi,t) =St(fi) définit, à ( fixé, une forme linéaire positive sur C(R)
et on montre, comme dans le cas discret, que S< ne change pas { o o } .

Ann. Éc. Nom., (4), ,11. — FASC. 4. 61
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Comme S/( i ) = i, S^ définit (v-p. s.) une probabilité sur R. On pose
- /. - S (^ / )=d»s (0^ ) ; . :, ' : .

^^^(^-^^p-p^^SIjp-p^6-9.^
1 ! \ i / /

Qpfc comme ^^pîpy^-Oy,, est un polynôme positif du premier degré, on
i 1 .

voit que ^s(^ t) est de type positif pour tout (.
De plus, $s(0, t) <î>s(6, t ' } = ̂ (9, t + t ' ) (multiplicativité de S).
Comme t€D^, Sf définit un semi-groupe de convolution fortement

continu. Donc ^(O, t) = exp — ^(6).
A chaque S on peut associer une forme Xs à accroissements indépendants

et on écrit X = ( X8 rfv(S), au sens où, pour tout f^ . . ., /^eC(R), on a
J^

• Tï[7i(X(iA.)).../.(X-(iAj)]=fE/,(XS(i^))...//,(XS(i^))^(S)
J^

et en particulier A.etô, A ,nAy=0 pour i~^]\
11 n

Eexp^OyX(iA^.)=: fexp-^p. (Ay)^(Oy, S)^(S) si e»s==exp-^s.
i7^ç

/=! c> /=1

Remarques.— 1° Sur le cas de [JL-mesure diffuse finie.
La démonstration précédente ne vaut plus car il est impossible de trouver

des ensembles A i , . . . , A/, disjoints pour fabriquer une forme linéaire
respectant la commutativité de l'algèbre. Par ailleurs, l'exemple suivant
suggère que le résultat est faux dans ce cas.

Soit ((o, i), dx) et Y une variable uniformément répartie sur [o, i], X^ le
processus échelon, pour <€[o, i], c'est-à-dire X ( I A ) = I A ( Y ) .

Ce processus est cte-invariant, et ne semble pas pouvoir être considéré
comme mélange de processus à accroissements indépendants.

2° II y a le même rapport entre processus échangeables sur R4- et variables
échangeables, qu'entre processus à accroissements indépendants et variables
indépendantes; un processus échangeable sur R4' étant défini par
Y(^) = X( io , î ) ) , , ,X forme rf^-invariante. Une suite Xi, . . ., X^, . . . de
variables échangeables sera dite infiniment divisible (dans l'ensemble des
suites de variables échangeables) si pour tout p€N, il existe une
suite (Y^), À e N de variables échangeables, telles que

X^Y^+..,+Y^.

Alors, à tout processus à accroissements échangeables, on peut associer
une suite indéfiniment divisible et réciproquement.

^-invariance des formes ^-invariantes.
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PROPOSITION. — Soit X une forme ^'invariante admettant la représen-

tation X== / X^vÇS). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :4-v-s

i° X est ^invariante {voir § 1 1 . 1 ) ;
2° X8 est symétrique {^.-invariante) v"p. s.

Démontrons le résultat, par exemple, dans le cas où (V, [^-) = (N*, S).
Alors ( i) équivaut à (3) :

3° La loi de ^ iXi- l -^X^ est indépendante du choix de £^, [ ^ 1 ^ = 1 ,
i = i, 2. En effet,

< I » 2 ( ^ ^ 2 ) = E e x p , ( ^ X , + ^ X . , ) = f | c p s ( ^ ) | . ] ? s ( ^ ) | ^ ( S ) ,
^ô

f ̂ W-^(-^)\sidv(S)=^(^, À)+<^(-^ -À) -0»2(À, -À)-€»2(-À, ̂ =0

donb
? s W = ? s ( — ^ ) ^-p.s., À € Q ,

et donc y est paire puisque continue. La réciproque est évidente.

Remarque. — Ce type de méthode est très général. Il permet de montrer,
par exemple, que toute forme à valeurs dans R4", est mélange de subordi-
nateurs, etc. L'espace des valeurs de la forme est peu important pour les
démonstrations.
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