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Lois stables et espaces L7

par

Jean BRETAGNOLLE, Didier DACUNHA CASTELLE
et Jean-Louis KRIVINE

I. — INTRODUCTION

Dans cet article, nous nous proposons d’étudier les fonctions de type
positif (et négatif) sur les espaces de la forme L?(E, ), ainsi que certaines
classes de fonctions aléatoires.

Rappelons d’abord les définitions et résultats suivants dus & Schoen-
berg [1].

T étant un ensemble quelconque, une application f de T X T dans R
est dite de type positif sur T si

) f@,t)=fu,t); Vtt'eT,

(2) Z Zf(ti, tj)pipj =0, Vn, Vp;e R, V4;€eT.

i=1j=1

Une application ® de T X T dans R est dite de type négatif si

) 1, t)=0(t',t); Ot t)=0.
@) > D0, t)pe; >0, ¥, V4eT.
i=1j=1

Ve:i€R avec Z pi=0,

® est donc positive.
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Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1° @ est de type négatif;
20 ¢~2® est de type positif, VA > 0, O(t, 1) = 0, V¢ e T;

30 '\/E) est une distance hilbertienne, c’est-3-dire que (T, 4/®) est
un espace métrique isomorphe & une partie d’un espace de Hilbert.

— e X

Enfin, si @ est de type négatif, si pu est une mesure positive sur R+, telle
que f :)(ln ;lc) w(dx) < « alors f :o 1—);—il’;x(dx) est de type négatif;
en particulier ®* est de type négatif si 0 < « << 1.

Dans [I’article [I] Schoenberg a caractérisé les fonctions conti-
nues f : R* — R, telles que f(|| x — y ||) soit de type positif sur un espace
de Hilbert de dimension infinie. Dans la partie I nous étudions ce probléme
pour les espaces L?(E, ) de dimension infinie, 0 < p < o (théoréme I).

Dans la partie II, nous montrons qu’un espace normé Z est un sous-
espace d’un espace L2(E, w) si et seulement si | x — y || ? est de type négatif
sur Z (avec 1 < p < 2).

Dans la partie III nous étudions d’abord la forme générale des fonctions
aléatoires stables sur un ensemble T, puis sur R.

Nous terminons par une généralisation du théoréme de Paul Lévy concer-
nant le déterminisme de la fonction brownienne sur ’espace de Hilbert [2].

PREMIERE PARTIE

FONCTIONS DE TYPE POSITIF
SUR L7E, p)0 <p <

THEOREME 1. — Soit (E, 1) un espace mesuré tel que L?(E, ) soit de dimen-
sion infinie (0 < p << ©). Pour que f(| x — y |,) soit de type positif sur
L»(E, w), f étant une fonction continue : R+ — R telle que f(0) = 1, il faut
et il suffit que

f=1 si p>2

f(x) = f coe—ux”c(du) si p <2, o étant une probabilité sur R+.
1]

Pour que F(| x — y |,) soit de type négatif sur LP(E, p), F étant une
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fonction continue : Rt — R+ telle que F(0) = 0, il faut et il suffit que
F=0 si p>2

o] — —uxP
F(x) = f , e v(du) si p <2, v étant une mesure =0 sur [0, oof telle

que f:o (l N %) 7(du) < co.

La condition est suffisante : on suppose p < 2. Comme (x — y)? est de
type négatif sur R (c’est le carré d’une distance hilbertienne) | x — y |? ’est
aussi. On en déduit que | x — y |5 est de type négatif sur L2(E, p) : si

X1, .., Xa€LP(E, ) et py, ..., pn€R

avec
ZPJ=0
i=1
ona
z | % — x; |7 ei = L(Z | xi(w) — x;() |Ppipj(dw) <O.
1<i,j<n iJ
o1 — e ls , ,
Donc J ———— 1(du) est aussi de type négatif sur L?(E, p)
(1}

et e_"”x_y”: est de type positif pour chaque u = 0 donc aussi
fwe_"”*"”:c(du).
0

La condition est nécessaire : comme LP(E, 1) est de dimension infinie il
contient un sous-espace V qui est isomorphe a /7 = L?(N) en tant qu’espace
normé : on peut en effet choisir une suite A, (n = 1, 2, ...) de sous-ensem-
bles disjoints non négligeables de E, et on définit une isométrie J de /»
dans L?(E, 1) en posant

o]

1
J@y -y Gy )= Za,p.(A,) 1,

i=1
s

pour toute suite @y, ..., @, ... de nombres réels telle que Zl a;|? < ©
i=1
(1,, désigne la fonction caractéristique de I’ensemble A;).

On voit donc qu’il suffit de démontrer le théoréme pour /7 :sif(|| x — ¥y [|,)

ANN. INST. POINCARE, B-11-3 16
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(resp. F(| x — y | ;) est de type positif (resp. négatif) sur L#(E, p), elle est
de type positif (resp. négatif) sur V donc sur /2,

On suppose donc dans la suite que E={1,2, ..., n, ... }, » étant la
masse unité sur chaque entier. Soit f une fonction continue de R+ dans R
telle que f(|| x — y |,) soit de type positif sur /7, avec f(0) = 1.

On pose

(I)n(al’ ---,gn)=f([|51|p+ -..+!Enlp];’) Sip<w’
=f(|&] U...U|&|]) sip=oo.

Alors @, est une fonction de type positif sur R” telle que ®,(0,0, ...,0) =1
donc c’est la transformée de Fourier d’une probabilité P, sur R*; comme
@,y1(Esy ooy Eny 0) = Du(Ey, ..., &), les P, sont compatibles et il existe
d’apres le théoréme de Kolmogoroff, une suite X, ..., Xy, ... de variables
aléatoires réelles, sur un espace de probabilité (Q, 4, P) telle que

O,E,, . . ., &) = E(EXt - +EXn)),

D’aprés sa définition @, est une fonction symétrique des varia-
bles &, ..., &, L’égalité ci-dessus montre donc que la suite (X;) est en dépen-
dance symétrique. Il existe donc (cf. [4], p. 136) une c-algébre B < A par
rapport 2 laquelle les X; soient conditionnellement indépendantes et équi-
distribuées (c’est la c-algébre des événements dépendant « symétrique-
ment » des X;). Désignons par P(w, dx) une probabilité conditionnelle
réguliere pour X, par rapport & B (sur I’existence d’une telle probabilité
voir [9], p. 361). On a alors :

EB(¥r) = EB(eltXs) = f+

" eEP(o, dx) = 9u(E)

pour chaque entier r > 0 (la premiére égalité exprime le fait que X, et X,
sont conditionnellement équidistribuées par rapport & $B); ¢, est donc presque
s@irement une fonction caractéristique. Comme X, ..., X, sont condition-
nellement indépendantes par rapport 4 B, on a :

n

EfB(ei(E‘x‘ +... +E,,x,,)) — HE$( eia,x,)

= ﬁq’w(ar) .

En prenant I’espérance des deux membres on trouve :

B(e/GX - +E) = E(ﬁ%(a»),
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c’est-a-dire :
ol -+ E) = E(] [0ul®)) ().
Soit £ un nombre réel > 0; d’aprés (+) on a
E[¢u(8) — 90 (— B)I* = E[¢}(§)] + El¢}, (— )] — 2E[9u(8) ¢ (— E)]
=0uE, &)+ Do (— & — ) — 204, — ) =0
puisque, d’apres la définition de @, on a
(I)2(Es E) = (I)2(a, - E) = (DZ(* 59 - E)'

Or ¢, est une fonction caractéristique presque sfirement, donc
Pu(E) — po(— E) est presque slirement purement imaginaire. On en déduit
que ¢,(&) = 9,(— &) presque slirement. En faisant décrire & £ I’ensemble
des rationnels > 0, et en remarquant que ¢, est presque siirement continue,
on voit que ¢, est presque siirement paire, donc presque siirement réelle
(car c’est une fonction caractéristique).

Soient &, n deux nombres réels > 0. D’aprés (¥) onasip < o :

E([%[(E + )] — %(E ’_1’)%(74 ’1’)]2)
= E[<Pi[(£ -+ vz)"”l] — ZE[%[(E + n)””]%(& 5) Po (n ”)] + E[?ﬁ, (55’) ?Z(ni)]
= Q,[(§ + )2, (€ + n)*F] — 2‘1)3[(5 ) R ;]

r 1 1 1
+ (I)‘[Ep, Ep’ "1”, ")p] = 0
puisque d’aprés les définitions de ®,, ®;, ®, on a :

D,[(E+ )7, (€ 4 m)Hlr] = ‘I’s[(i+vz)"”, £r, n;’] = @[gi, Er, 9%, 715’]-

On a donc presque sfirement :

Pol(E + 1)) = %(E ;’) %(n ’1’) .

Cette relation est donc vraie presque siirement simultanément pour tous les
couples &, n de rationnels > 0. Comme g, est presque sirement une fonc-
tion caractéristique, elle est presque siirement continue, donc d’aprés la
relation ci-dessus elle est presque siirement de la forme : ¢ (x) = e~¥@Ixl?
oll a(w) est une fonction réelle définie sur Q.

Si p > 2, e~9*l” n’est une fonction caractéristique que si @ = 0. Donc
9, = 1 presque slirement et, par suite, f(§) = ®,(§) = E[p,(8)] = 1.
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Sip <2, ona a(w)=Ilim [1 — ¢,(E)]E~?. Or, pour chaque &, ¢, () est
une fonction mesurable d: t:)) (car ¢, (&) = EB(ei#X)), 1l en résulte que a(w)
est une variable aléatoire réelle > 0; soit o sa répartition. On a

J® = 0,8 = Elou(®)] = Ele=] = [ “e-wo(a.

Sip= o,ona

E([pa(8) — 94,(B)]) = Du(E, &) — 2@4(E, &, &) + (&, &, &, ©),
d’aprés (x). Or d’aprés les définitions de ®,, ®,, ®, on a

Dy(E, &) = Duo(, €, &) = (&, &, &, &)

Donc E[¢,(§) — 95(8)]* = 0 et par suite ¢,(E) = ¢ (£) presque sfirement.
Donc ¢,(&) = 0 ou 1 presque sirement. Comme ¢,, est une fonction carac-
téristique on a ¢, = 1 presque siirement et donc

J(8) = @y(§) = E[pu(§)] = 1.

Soit maintenant F une fonction continue définie sur R+ 3 valeurs dans R+,

telle que F(| x — y |,) soit de type négatif sur /7. Alors e TUI* 2P est de
type positif sur /2. Par suite sip > 2,ona F =0.

Supposons alors 0 < p < 2. Montrons d’abord le lemme suivant :

Soit ¥y(x) = f wloem ue - ©n(du), oit t, est une mesure = 0 sur R+ telle
0
que J‘w (1 f \%)Tn(du) < 0. 8i ¥n(x) = ¥(x) pour chaque x € R+ et si ¥ est
0

©] —e¥*
continue en 0, alors ¥'(x) = f —~—u—'r(du), T étant une mesure = 0
[}
]
)

sur R+ telle que f (1 N ;1‘) (du) < oo.

. 1 —e# .
La suite v, = ” tn(du) est une suite de mesures de Radon =0,

sur [0, o] de masses totales uniformément bornées, car
f “va(di) = ¥(l) > ¥(1) quand 7 — + co.
(1]

Donc elle a un point adhérent v pour la topologie définie sur I’espace des
mesures de Radon > 0 sur [0, o] par les fonctions continues sur [0, oo].
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1 — e . .
= est une fonction continue sur [0, «], et que v, n’a pas

Comme

de masse sur le point o, ona :
1—e =
) = [ 7T .

Pour tout e > 0, il existe » arbitrairement grand tel que

©] — e 1— e
[P — [T
Cela montre que

1—

¥(a) = f

v(du), pour chaque a = 0.

Si v avait une masse v, sur le point o, on aurait ¥'(a) = v, pour touta > 0
et ¥'(0) = O ce qui est impossible puisque ¥ est continue en 0.

Donc v n’a pas de masse sur le point «, et on a
1— e
V() = f 1= ™ ()

ou 7(du) est la mesure —, ¥(du) sur R*. Comme :

1 —

qr(1)=f:°1—"_"

t(du) < o0, on a bien jw (1 N %)'r(du) <
0
ce qui démontre le lemme.

Comme e *FUX1) et de type positif sur /7 (p < 2), il existe une proba-

bilité o) sur R+ telle que e~ F) = J. " guxP ox(du) pour tout x € R*. Donc :
[}

1 — e—AF(x;)

A

- f : 1 —ue_"x S(d) ob (i) =¥ oy(a).

En faisant tendre A vers O et en appliquant le lemme précédent on voit
qu’il existe une mesure v = 0 sur R+ telle que

©] —egux

® 1
J (1 N ll;)‘r(du) < oo et telle que F(x P) = f
) [}

(du). C.Q.F.D.
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DEUXIEME PARTIE

CARACTERISATION DES SOUS-ESPACES
D’UN ESPACE L?(E, p); 1 <p<2

Un espace vectoriel Z normé sur R sera dit de type p (p nombre réel > 1)
s’il existe un espace mesuré (E, ) et une application linéaire isométrique
de Z dans L2(E, ).

Nous nous proposons de démontrer le

THEOREME 2. — Pour qu’un espace vectoriel Z normé sur R soit de type p,
avec 1 < p <2, il faut et il suffit que | x — y ||? soit une fonction de type
négatif sur Z.

La condition est évidemment nécessaire puisque | x — y ||? est de type
négatif sur L2(E, ) quel que soit I’espace mesuré (E, p), pour 1 < p < 2.

LEMME 1. — Soient Z un espace vectoriel et v une application de Z dans R+,
telle que :

1°9v(Mty + ... 4 Mty) est continue en (A, ..., \,) quels que soient
ty, ..., th€Z;

20 v(At) = | M| v(¢) pour tout A€ R, ett € Z;

30 [v(t — w)]* est de type négatif sur Z pour un nombre réel « > 0 et < 2.
Alors pour tout B €0, o[ (resp. pour tout B > 0 si « = 2), il existe un espace
de probabilité (Q, P) et une application linéaire t — X; de Z dans LF(Q, P)

1
telle que ¥(t) = E(| X, |®)® pour tout t € Z.

Posons f(t) = exp { — [V()I*}; si ty, ..., € Z, f(Mt; + ... + Auty,) est
de type positif sur R”, donc est la transformée de Fourier d’une probabilité
P,...1, sur R" Il est immédiat que les P, ., sont compatibles quand
ti, ..., ty décrit la famille des parties finies de Z. 11 existe donc (théorérie de
Kolmogoroff) une famille Y; (¢ € Z) de variables aléatoires réelles sur un
espace de probabilité (Q, P), telle que

E(eCrYut i) = fOuti 4. .. + M),

1o e ity

quels que soient Ay, ..., \,€ Rett, ..., t, € Z. En particulier si a, A € R
etteZ:
E(Ma= ) = f(Mat) — (ra)t) = 1.
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Par suite MY — aY,) =0 (mod. 2n) p. s. Comme c’est vrai VA € R
onap.s.:
Y. = a¥, pour tout a et tout z.
De mémeon a :
E(eMYe+u YY) = f(Mt 4+ u) — M — M) = 1.
Donc :
MY,1u— Y, —Y,) =0 (mod. 2x) p. s. pour tout A€ R,

et donc p. s.

Yiru=Y:+ Y, pour tout ¢, u.

L’application ¢ — Y, est donc linéaire. Pour chaque ¢ € Z la loi de Y’
est donnée par

E(ei)sY,) — e~ (ON)* — e— Mo,

Soit ¢u(x)dx la probabilité sur R dont la transformée de Fourier
est e~ AI*, Pour 0 < B < « (resp. pour tout B > 0 si « = 2) on pose :

+ o
Cop= f | x [Poa(x)dx

(on sait que C,3 < oo; voir par exemple [12]).

La loi de Y, est donc cp(v—%) % et, par suite, E(| Y, |®) = Cq,pv(t)®. 11

1
suffit donc de poser X; = C; Bﬁ Y, pour obtenir le résultat cherché.

Remarque. — 1l résulte immédiatement de ce lemme que si 1 <p <2.
et si || x —y |7 est de type négatif sur I’espace Z normé sur R, alors Z est
de type g pour tout g € [1, p[ (resp. pour tout ¢ = 1 si p = 2).

LeMME 2 [8]. — Soit v une application continue de R" dans R* telle que :

10 v(At) = | 7| v(¢) pour tout A€ Ret t e R*;

20 [v(t — u)]* est de type négatif sur R*, pour un nombre réel e. > 0 et < 2;

Alors il existe une mesure de Radon p. = 0 sur la sphére unité S de R”, telle

1
que ¥(t) = [f [<t, x) I“u(dx)]upour tout t € R".
S
D’aprés le lemme précédent, pour tout § > 0 et < «, il existe un espace
de probabilité (Q, P) et une application linéaire # — X; de R" dans LE(<, P)
telle que v(¢)® = E(| X, [®).
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Soit e;, ..., e, la base canonique de R" et soit Q(dw) la mesure
8
[Xﬁ‘(w) + ...+ X:n(m)]2 P(dw) sur Q. Pour chaque x € R* :

X=X+ ...+ Xpn (X, ..., X,€ R),ona X, =xX,, + ... X Xe,
et donc
X+ ...+ Xo (@) =0 = X(w)=0.
On peut donc poser
Yo(0) = [X2(0) + ... X2 ()] F. X().

On a alors :

[ 1Y) 2@ = [ | X,(0) [PP(do) = (4X) 1.
Comme
— 8
0<PB<2 ona [x:‘-}- +x:n]z < Xe P4+ X, |®
Donc
[.Que) < [ [1Xe(@ 8+ ... + [ X (0) [P(e)
=|ve)|P+ ... + | e |
Soit ug la mesure image de Q par I’application & — (Y,(®), ..., Y. ()
de Q dans R". Comme Y. + ... + Y; =1 Q-p. s., pp est concentrée
sur S.
On a pg(S) = Q(Q) et donc pa(S) < v(e,)® + ... + v(e,)?; ce qui montre
que si B 1 « la masse totale de pg reste bornée. Il en résulte que les yg ont

un point adhérent y, qui est une mesure de Radon > 0 sur S, pour la topo-
logie définie sur les mesures de Radon > 0 sur S par I’espace C(S).

Or,sit=2€,+ ...+ Men Oy, ..., M€ R), 0na:
L' (1, x ) |Pua(dx) = L| My e A k| Puta(d)
= [ WYt o AT, QM)
= [ 1. 15Q(0) = wep.

En passant 2 la limite quand B 1 «, on a donc :

f sl {t, x)|*u(dx) = v(t)~. C.Q.F.D.
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LEMME 3. — Soit Z un espace normé sur R de dimension finie, tel que
| x — y ||? soit de type négatif sur Z, avec 1 < p < 2. Alors Z est de type p.

On peut identifier Z 3 R” en choisissant une base. On applique le lemme
précédent avec v(t) = | ¢ |. On a donc :

len=[] 1< x>|m<dx)]3= I,

ol ¢, est la fonction x — (¢, x ) sur ’espace mesuré (S, w).

L’application ¢t —¢ est donc une application linéaire isométrique de Z
dans L7(S, ), C. Q. F. D.

Dans les théorémes qui suivent nous utiliserons la notion de R-espace
vectoriel réticulé (ces espaces sont aussi appelés espaces de Riesz dans [6]
ol on en trouvera la définition ainsi que les propriétés dont nous nous
servons ci-dessous). Z étant un R-espace vectoriel réticulé et x, y deux élé-
ments de Z nous noterons x U y et x N y les bornes supérieure et inférieure
de {x,y}, et|x]|’élément x U(— x) =x U0+ (— x) UO0; x et y sont
dits étrangers si x Ny = 0 (ils sont alors nécessairement = 0). On sait [6]
que pour tout xeZ, x U0 et (— x) U0 (appelés respectivement parties
positive et négative de x) sont étrangers.

THEOREME 3. — Soit Z une espace de Banach sur R, réticulé, satisfaisant
les conditions :

a)||x||| =| x| pour tout x € Z.

b)Six, y=0adlors [ x+y|r=|x|r+|yl?=]|xVylPr, ok p est
un nombre réel > 1. '

Alors il existe un espace mesuré (E, p) tel que Z soit isomorphe (en tant
qu’espace de Banach réticulé) a LP(E, p).

Si x et y sont étrangers on a x Ny = 0 donc x U y = x + y et par suite
(dapres b)) |x+ylr=[x|r+|yle=lx+ypl?r Ccesta-dire
|x+y|?=|x]?+ | y]|?. Par récurrence sur k on en déduit que si
X1, ..., Xg Sont étrangers deux a deux on a

Ix+ . xlr=lxlr+ ...+ x|

En particulier [ x U0 4+ (—x)U0|r=|xV0|?+|(—x)U0]|>.
Comme x U0+ (—x)U0=|x]| et que [x||=]]|x|]| d’aprés a)
on a donc :

Ixlp=lxvofr+](=x)uo]
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Si0<x<y alors | x| <|y| : Eneffet y=x+a avec a >0 et
donc [y 7> x[7+ a7 don [y|=]x].

Toute suite décroissante x, d’éléments = 0 de Z converge dans Z. En effet
la suite | x, || décroit d’aprés ce qui précéde vers une limite «. On choisit N
tel que | x, ||? <« + ¢ pour tout n > N, ¢ étant un nombre > 0. Pour
N<n<mon a daprés b) | x,[|?= || xm||? + | X» — X |? (puisque
Xm =0 et x,—xn=0) et donc a+ec=a+|x,— x,||? soit
| X» — Xm [|? < e, ce qui montre que la suite x, est une suite de Cauchy.

Il en résulte que toute suite croissante majorée d’éléments de Z converge
dans Z : si la suite x, est croissante et x,, << x, la suite x — X, est une suite
décroissante d’éléments > 0.

Les fonctions x Uy et x Ny sont des applications continues de Z X Z
dans Z.

On utilise I'inégalité |aUb —cuUd|<|a—c|+|b—d| qu’il est
facile de démontrer pour tout R-espace vectoriel réticulé. On a donc
llaub—cudl|<lla—b|+]c—d||<|la—b]|+]|c—d]]
cest-a-dire |aub—cud|<|a—b|+]|c—d|, ce qui montre
que la fonction x U y est continue sur Z X Z. Il en est de méme de la fonc-
tion xNy=x+y—xUy.

A chaque élément e >0 de Z on associe le sous-espace vectoriel
Z(e) = {x € Z; il existe ne R* tel que ne = | x| }. Il est clair que Z(e)
est un sous-espace vectoriel réticulé de Z.

Soient ey, ..., e, € Z, étrangers deux & deux. Alors Z(e,), . .., Z(ex) sont
linéairement indépendants : sinon il existe u, € Z(e,), ..., ux € Z(ex) tels
que MY + ...+ My =0 avec par exemple A, #0, u; #0. D’ou
Uy = oy + ... + o, et donc

| <laa|lua]+ ..o+ o] uhel.
Orona
| us| < moes, ..., | uk| < mpex avec n, ..., m € RY,
Donc en posant M = sup (#, | 2], ..., nx | ax[)ona :
|y <M(ez+ ... + &) =Me; U ... Uey.
Or :

| uy| < me, avec n; € RY,
etdoncsi N =sup (M, n,) :
|us| < N[ez N (e V... Ve)] =0,

et donc u; = 0; ce qui contredit I’hypothése.
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Soit alors J un sous-ensemble de Z dont tous les éléments sont de norme 1
et étrangers deux & deux, qui soit maximal dans la famille des sous-ensem-
bles de Z, qui ont ces propriétés : I’existence d’un tel J est une conséquence
immédiate du théoréme de Zorn appliqué a cette famille.

Soit Z, le sous-espace vectoriel de Z engendré par les Z(e) pour e €J.
D’apreés ce qui précéde il est isomorphe & la somme directe des Z(e) pour e € J.

Z, est partout dense dans Z : tout élément de Z étant différence de deux
éléments > 0, il suffit de montrer que si & est un élément >0 de Z
alors £ € Z,.

Soit I un sous-ensemble fini de J, on a :

(puisque les £ N e sont étrangers deux a deux). D’aprés la condition b)

on en déduit :
"= |Enelp.
eel

el <| Dane

On a donc :

Z |Enel?<|E&|? pour tout sous-ensemble fini I de J.

eel

On en déduit que {e€J; E€Nne # 0} est dénombrable (puisque pour

cel;|Ene] >

chaque entier n, - est ﬁni); soit { e, €35 ...s €y ... }

[ee}
e . .
ce sous-ensemble de J. Posons f= Z 2—:(cette série converge puisque

k=1
| ex | =1 pour tout k) et &, = E N nf pour tout entier n > 0. On a :

-] N
_ ney BT neg
b= k0 (5?) =Jim > &0 (7)
k=1 k=1
ce qui montre que £, € Z, pour tout entier n > 0.
La suite &, est croissante et < €. Elle a donc une limite u et u € Z,. On
pose v=E—uetw=0vNf On a donc v <& — & N nf pour tout n

par suite w <f, w < £ — £ N nf pour tout n. Montrons par récurrence
sur k que kw < € : c’est vrai si k = 0; en admettant alors ’inégalité kw < &,
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onaw-+ ENkf<E donc w+ (kw) N (kf) < Esoitw+ k(w N f) < &.
Comme w < f, w N f= wet donc (k + 1)w < & ce qu’il fallait démontrer.
Comme w > 0 et que kw < £ pour tout entier kona k | w | <| & | pour
tout k£ et donc w = 0.

Cela montre que v N f= 0; cela entraine v N e, = 0 pour tout n; or

O<v<&etdoncvne=0pourtoute¢{e, ..., €, ... }. On a donc
vNe=0 pour tout ecJ. Si v était # 0 I’ensemble J U "':)—" serait

formé d’éléments de norme 1 et étrangers 2 4 2, ce qui contredit la maxi-

malité de J. On a donc v = 0, soit £ = u et donc & € Z,, C. Q. F. D.

Supposons démontré que pour chaque e €J il existe un espace mesuré
(E., 1) tel que Z(e) soit isomorphe a L?(E,, u.). Soit (E, 1) I’espace mesuré
somme directe des espaces (E,, ) (e €J). Pour chaque e €J on a donc un
isomorphisme ¢, : Z(e) - L?(E,, w.), ¢.[Z(e)] étant partout dense dans
L7(E,, w.). On en déduit un isomorphisme : Z, — L?(E, w) par somme directe
(c’est bien une isométrie, car si x;, € Z(ey), ..., X, € Z(en), | X1 |, .5 | Xn|
sont étrangers deux a deux : donc

x4+ P =1x07 4+ ... + | %2 ]?).

De plus ¢(Z,) est dense dans L?(E, ) et donc ¢ se prolonge en un isomor-
phisme de Z, = Z sur L?(E, p).

Il reste donc & montrer que si e > 0, Z(e) est isomorphe & L?(E, ) pour
un certain espace mesuré (E, p).

Soit S={ueZ(e); un(e—u)=0}. On a donc 0 <u < e pour
chaque u € S.

Siu,veS,onae—uVov=—(uUu—e)U@w—e)=(e—u) N —0o).
Donc :

@uynNnEe—uvr)=wuuov)nlle—u N —)
=un—uwn—v]Vlprne—v)n(e—u)]=0.

Donc u UveS.

SiueS, e —ueS; si u, est une suite croissante d’éléments de S, u, a
une limite  dans Z (car u, < e) et u € S puisque
un(e—u)=limu, N(e—u,)=0.

n—»oo

Cela montre que S est une s-algebre (out la complémentation est u — e — u).
D’aprés un théoréme de Loomis ([5], p. 171) il existe un ensemble E, une
c-algébre 3 de parties de E, et un ¢-idéal B, de B tels que S soit isomorphe
a la c-algébre 33/%,.
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On définit une mesure p. > 0 sur S (donc une mesure sur I’espace mesura-
ble (E, $B) pour laquelle tous les éléments de B, sont négligeables) en posant
() = || u|? :uest additivecarsiu Nnv=0ona|uVv|?=|u|?+ |v]|?;
elle est dénombrablement additive puisque si u, | 0, alors u, -0 dans Z
donc | u, ||? —0.

Soit & le sous-espace de Z(e) formé des combinaisons linéaires a coefficients
réels d’éléments de S. Il est clair qu’il est isomorphe & 1’espace des fonctions
étagées réelles sur (E, B, 1), modulo le sous-espace des fonctions nulles
p-presque partout.

11 suffit donc de montrer que & est partout dense dans Z(e) : I’isomorphisme
de & sur I’espace des fonctions étagées sur (E, B, ) étant une isométrie

pour la norme de L ?(E, 1) se prolongera alors en un isomorphisme de §=Z(e)
sur L7(E, w).
Montrons d’abord le lemme suivant :

SiteZie), £=0, £E#0, il existe veS, v# 0 et un entier n > 0 tels
1
=-v.
que & nv

En multipliant § au besoin par un entier > 0 on peut supposer £ <[ e
(si k& < e pour tout entier k, alors £ = 0). On pose z= (£ —e U0 > 0,
etv=1Iime Nnz. Comme z >0,zNe>0(izNe=0, comme z € Z(e)

n—>

on a z=0); donc v >0 puisque v =>zNe. Si wg= (e —v)Nkz
(k entier >0)on a 0 < w, <kzet wy<e— v <<e— e Nnz pour tout
entier n > 0. On montre par récurrence sur n que nwy <<e : c’est vrai
pour n = 0; en admettant 1’inégalité nw, < e, on a wy < e — e N pz pour
tout entier p et donc wy + e Nnkz < e, d’ou wy + nwi N nkz < e soit
Wi + n(wr N kz) < e. Comme wy < kz on a donc (n 4+ 1) w, < e ce qu’il
fallait démontrer.

On a donc 0 < nw, < e pour tout entier n, et donc wy = 0.

Donc (e —v)Nkz=0 et aussi (e —v) NenNkz=0. En faisant
tendre k£ vers + o on obtient (¢ — v) N v = 0 ce qui montre que v € S.

Maissiw=enn(E —e) on aw<e; w<<nk — ne soit w-+ ne <né

et donc (n + 1)w << n&; soit £ > (1 +r}z) wet comme £ >0,o0n a :

= [(1 +1)w] V0= (1+1)(wu0);
n n
donc £ > w U 0 c’est-a-dire

E=lennf—elul=ennt—e)U0]l=ennz
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En faisant tendre n vers + co on obtient £ = v, ce qui démontre le lemme.
Supposons alors que & ne soit pas partout dense dans Z(e) et soit £ > 0,

E e Z(e), £¢8; Soit m la borne supérieure de | 7 | pour n €8, 0 < 9 < &;
soit 7, une suite d’éléments > 0 de &, =, < &, telle que | v, | 4 m. On peut

supposer la suite 7, croissante en la remplagant au besoin par Unk. Alors 1,
k<n

a une limite ne8etona | n|=m0<7n<E

Comme £ — v # 0 (sinon £ €8), d’aprés le lemme précédent il existe

1 .
veS,v #0telque£—n>hvoﬁnestunent1er>O.Alors

1 |»
Lol > e

">+ |

| 1 1
-ves < - < -
1;+nve, 0<7)+nv<£ et ”n—l—nv

d’ou||n + _ > m ce qui contredit la définition de m. Cette contradiction
montre que & est dense dans Z(e). La démonstration du théoréme 3 est

achevée.

THEOREME 4. — Pour qu’un espace vectoriel B normé sur R soit de type p
(p nombre réel = 1) il faut et il suffit que tous ses sous-espaces de dimension
finie le soient.

La condition est évidemment nécessaire. Soit alors B un espace normé
dont tous les sous-espaces de dimension finie sont de type p. Soit 5 la famille
des sous-espaces de dimension finie de B. A chaque F € 5 est associée une
application linéaire isométrique i, de F dans LP(E;, pg) = L.

Posons X(F) = { G € F; G © F}; X(F) est non vide puisque F € X(F).

De plus X(Fy) N ... N X(F,) = X(F, + F: + ... + F,). 1l en résulte
qu’il existe un ultrafiltre W sur F tel que X(F) € W pour tout F € &.

Un élément de ]:_[L{,? sera désigné par {f: }rey avec fr€L? pour

FEF
chaque Fe &.

Posons alors £, = { {f; }reF ; pour chaque F € F, f; e LZ, et il existe un
nombre réel N > 0 tel que | fz | < N pour tout F € F }. On définit une

semi-norme sur £, (qui est un sous-espace vectoriel de HL’;) en posant
FaF

| {fs }eex | = limay, || fi | (c’est le nombre réel r tel que Ve > 0, ’ensem-

ble {FeJ; || fe|| —r| <e}appartienne & W; il existe un tel r puisque

| £ | € [— N, N] pour tout F € &, et que [— N, N]J est compact).
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Soit N’ le sous-espace de £, ol cette semi-norme est nulle. L’espace
£ = £,/N est un espace vectoriel normé.
£, est un R-espace vectoriel réticulé si on définit :

{fei}V{g}={frve}
De plus, si

{fih{ge}{l}el

On en déduit que :

l] {fF}U{hF}—{gr}U{hF}“<“ {fs}_{gp}”

en passant 2 la limite suivant I’ultrafiltre U; ce qui montre que si :

{fe} ~{g:} (modulo N') alors {fe} U {he} ~{g} U {h }(moduloN).

Donc £ lui-méme est un espace vectoriel réticulé normé.

feU by — 8: U he | <| fx — &: || pour chaque Fe F.

Comme ’opération U est continue de £ X £ dans £ (cela résulte de I’iné-
galité) :

vl —{fitu{g <[{A}—{K}H+1{e} — {2} ]
obtenue en passant a la limite suivant U dans I’inégalité
lfrvge—fivgl<lfi—rfil+ 8 —e:

qui est vraie pour tout F € &), le complété de £ est un espace de Banach
réticulé sur R.

Or, |[{fei}|={|fe|} et donc | |{fe}||=|{f}|; d’autre part, si
{fe}, {gs}=0,dans £, onaf; >0, g >0 pour tout F € ¥, donc :

I fe+ gl = fel?+ [ gelP = fr v &[5
en passant a la limite suivant U, on obtient :
1A+ {a} P = {3 P+ [ {g} 7 = [{fr} v {&} ]

Cela montre que le complété de £ satisfait les conditions du théoréme 3,
donc est isomorphe a L #(E, ) pour un certain espace mesuré (E, ). On définit
une injection i de B dans £, en posant :

i(x) = {fs Ypes avec c==ix(x) si xeF
fr=0 six¢F.

Alors i(x + y) = i(x) + i(») (modulo N°); car {FeF; x, yeF}eW par
définition de W; or, si x, y € F on a ix(x + ») = ix(x) + i:(y).
De méme i(Ax) = Ai(x) (modulo N°) pour A e R.
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On en déduit que i définit une application linéaire de B dans £; elle est
isométrique puisque || ix(x) | = || x| si x€F, et que {FeF; xeF} est
un élément de W. C. Q. F. D.

Le théoréme 2 est maintenant immédiat : si Z est un espace vectoriel
normé sur R, tel que | x — y || ? soit de type négatif sur Z, tous les sous-
espaces de dimension finie de Z sont de type p d’apres le lemme 3, donc Z
aussi d’aprés le théoréme 4.

TROISIEME PARTIE

FONCTIONS ALEATOIRES STABLES

1. Caractérisation des fonctions stables.

Une fonction aléatoire X sur un ensemble T est une application ¢ — X(z),
X(t) étant une variable aléatoire. -

X sera dite stable d’ordre p, 0 < p <2, si pour toute partie finie
(t, ..., 1) < T,laloide (X(t), . . ., X(s)) est une loi stable sur R, d’ordre p.
Dans tout ce qui suit nous supposerons cette loi symétrique. Soit ® une
fonction R+ — R+,

LeMME 4. — Si la fonction O(| f — g |) est de type négatif sur un espace
vectoriel B, normé, la formule

— log E exp iZAijj = (D( “ Z)\jf}
1 1

définit sur B une fonction aléatoire (appelée quelquefois distribution faible
sur le dual B*). Ce lemme est une conséquence immédiate du théoréme

de Kolmogorov [4].

Définition. — Sur un espace L?(E, p) la fonction aléatoire définie par
le lemme 4 avec ®(z) = t? sera dite triviale.

THEOREME 5. — Pour toute fonction aléatoire stable d’ordre p, définie sur
un ensemble T, on peut plonger T dans un espace LP(E, p) de fagon que la
fonction aléatoire considérée soit la restriction @ T de la fonction triviale

sur LP(E, w).
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Soit X(#) une fonction stable sur T. Posons :

—logE (exp z'Z)\,X(tj)) = f S ‘ Z)\js]‘ rdp.,p t(81 .+ - . 8n) (Cf. Lemme 2).
n
1

j=1

n n
La correspondance Z}\jX(tj) - Z)\jsj définit une application linéaire
1 1

de I’espace vectoriel V,  , engendré par X(#) (1 <j <n) dans I’espace
L~(S,, (J-tl,...,l,,)'
Soit V I’espace vectoriel engendré par X(¢) pour ¢ € T. On pose :

| ix"'x(”) |=[~10eE (0 iznxjxo,-))]w
o =

et on a ainsi défini une norme sur V, puisque pour chaque sous-espace

Vi,...;,deVona:
n » n
" ZXJ-X(tj) = “ 27\131'
j=1 j=1

De plus V,, ., muni de cette norme est un espace de type p (sous-
espace de L7 (S, (,...r,) et donc V D’est aussi d’aprés le théoréme 4.

1+

p

On peut donc plonger V isométriquement dans un espace L?(E, p);
I’application # — X(¢) est alors le plongement cherché de T dans L?(E, ).

Application aux processus stables. — Soit X(¢) un processus stable (¢ € R).

Supposons X(¢) continu en probabilité.

On peut dans le théoré¢me 4 remplacer L2(E, 1) par L2(R, dx).

En effet, le processus X(¢) étant continu en probabilité admet les ration-
nels comme partie séparante, 1’espace V est alors séparable.

Considérons alors I’espace de plongement L2(E, £, 1). Soit £, la s-algébre
induite par la famille (X;).e, Q désignant les rationnels.

Elle est séparable. Soit uy la trace de p. sur 4. L’image f; de X; est Ay-mesu-
rable. L’espace LP(E, Ay, ux), est un espace séparable, on sait d’aprés un
résultat classique ([5], p. 173) qu’il peut se plonger par isométrie dans
L~A(R, B, dx).

Considérons alors la distribution aléatoire Z(w), définie sur la droite
comme dérivée, au sens des distributions, du processus stable Y a accrois-
sements indépendants d’ordre p.

ANN. INST. POINCARE, B-11-3 17
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n
Pour chaque fonction étagée ¢ = Z"il[ai b { Z, ¢ ) () est définie, p. s.

i=1
par

(Z, 93 (@) = D MY(b) — Y@

p
Si fe LAR, B, dx), si ¢, = /5 ¢ étant une suite de fonctions étagées, il
est facile de voir que la formule :

(Z,f) (@) =1lm{Z 9, ) ()
définit p. s. une variable aléatoire notée f fdZ, de fonction caracté-
ristique exp (— || f[|5] ¢ 7).

THEOREME 6. — Tout processus stable d’ordre p, continu en probabilité
admet une représentation du type

X0 = [ fiaz)
ou encore :

XO)=<{fuZ)p.s.

avec
filx) eLP(R,dx) et ||fi—fulp =00 = t) ViHeR.

Il est clair que la représentation ci-dessus définit bien un processus stable.
Inversement si X(¢) est un processus stable sur R, considérons le plonge-
ment de V dans L7(R, dx), défini par X(¢) — f;, introduit plus haut. On a :

= o 2x0] -0 (- S )
j=1 Jj=1

Posant :
X(N = [ f@azx), felr ot XO=X(f)
ona :
E [exp 1?le (tj)] = exp ' Z)\,f; (x) dx)

X(?) et X'(t) sont donc équivalents du point de vue stochastique.

Introduisons maintenant une classe de fonctions aléatoires particuliéres.,
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Définition. — Pour 1 < p < g <2, on dira que Y(¢) est une fonction
stable d’ordre p sur T engendrée par X(¢) fonction stable d’ordre g sur T
sil’ona

[— log E (exp izn:)\jY(tj))]q = [— log E (exp iiij(tj))]p

j=1

V) eR, Vi eT, Vn > 0.

Si ¢ =2, Y sera dite sous-gaussienne. Indiquons, sans démonstration
quelques propriétés simples des processus sous-gaussiens sur R, station-
naires, continus en probabilité, stables d’ordre p, 1 < p < 2, qui montrent
que le comportement général des processus stables peut &tre plus compliqué
que celui des processus gaussiens.

P-1 : Si Y(z) est sous-gaussien, l’espace vectoriel engendré par Y(z),
t € R, ne contient pas 2 variables aléatoires (donc stables), non dégénérées
et indépendantes.

P-2 : Si Y(#) est sous-gaussien, il n’existe pas de mesure p. telle qu’on ait :

Y() = f edZ (),

ou Z est la distribution aléatoire stable de mesure spectrale p.
P-3 : Si Y(¢) est sous-gaussien, il admet une décomposition de Wold :

Y(2) = Yu(1) + Yo(0),

mais les composantes déterministe et non déterministe ne sont indépendantes
que si I’'une d’elles est nulle.

2. Applications aux espaces L2,
considérés comme espaces métriques.

Définition. — On appellera distance de type p, sur un ensemble T une
distance d telle que (T, d) se plonge isométriquement dans un espace L?(E, w.)
(distance hilbertienne si p = 2).

THEOREME 7. — Si LP(E, p) est de dimension infinie, si 1 <p < q <2,
| f—e ||& est une distance de type q, si et seulement si 0 < a <§ (of. (N

dans le cas q = 2).
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Supposons d’abord a > p/q; si | f— g||; était une distance de type g
sur LP7(E, p), comme ||f— g|[|%* est une distance hilbertienne sur tout
espace L4, || f — g ||°/* serait une distance hilbertienne sur L2(E, ) ce qui
est impossible puisque ga/2 > p/2.

Il suffit maintenant de montrer le théoréme pour a = p/q : en effet
si || £ — g ||/ est une distance de type g sur L?(E, ¢) quels que soient p, ¢
telsque | <p < g <2etsia<plg,|f— g|est une distance de type p/a
sur L7(E, ), et on conclut en remarquant que puisque p/a = g, tout espace
L7/ se plonge isométriquement dans un L4,|

Il reste donc & montrer que || f — g ||2' est ne distance de type g pour
Pespace L7(E, p); il suffit de montrer que c’en est une sur| I’espace &(E, )
des fonctions étagées. Nous utiliserons pour cela le

THEOREME. — Pour qu’une distance d sur un ensemble T soit de type p > 1,
il faut et il suffit qu’elle soit de type p sur chaque sous-ensemble fini de T.

La démonstration est tout a fait analogue a celle du théoréme 4 : on
choisit un ultrafiltre W sur I’ensemble  des parties finies de T, tel que,
pour chaque partie finie F de T, { Ge 5; G 2 F } €W. A chaque partie
finie F est associée un espace L2, et on termine la démonstration comme au
théoreme 4.

On peut donc se contenter de montrer que || f — g ||?/? est une distance
de type p sur chaque sous-espace de dimension finie de &(E, w); or un tel
sous-espace est isomorphe & un sous-espace de /2 (I’espace R” muni de la
norme (| x;|? + ... 4 | x,|?)¥P). Mais | x — y |?P/a est une fonction de
type négatif sur R; il existe donc une famille X" (x € R) de variables
gaussiennes sur un espace de probabilité (Q,, P,) telle que

X2 —=XP 5 =[x —y [

Désignons par (€2, @) I’espace mesuré somme directe de (Q, P,),
(Q,, Py), ..., (2, P,) ol les (2, P;) sont isomorphes & (Q,, P,). Soit x;“ la
famille stochastiquement équivalente & X% définie sur (Q;, P;). On définit
I’application :

J:R" > LAQ, ) par I(x, ..., %)= chg?
j=1

ot C est le nombre réel > 0 tel que

Co XD —XP = x—»l
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On a alors :

n
=P+ o plr = 0 [ XQ = XY
j=1

=[|3(xsy + - s X)) — 3> - > ¥ & C.Q.F.D.

3. Le déterminisme des fonctions gaussiennes
2 accroissements homogénes et isotropes sur L?

Les fonctions aléatoires gaussiennes a accroissements homogénes et
isotropes sont définies sur un espace de Banach B par

E|X(f)—X@FP=N(S—2g

ou N est une fonction continue R+ — R+; f, g € B, N(| f — g |) étant de
type négatif sur B; X(0) = 0.

Rappelons que P. Lévy a désigné sous le nom de fonction brownienne
la fonction X définie par N(¢z) = ¢. Cette fonction est définie sur les sous-
espaces des espaces L'(E, p) d’aprés le théoréme 2. Rappelons aussi que
d’apres le théoréme 1 si B = L?(E, 1), N a nécessairement la forme :

©]—eM
N(t)=fo Ty, 0<p<2

o

et N(t) =0sip > 2.

Définition. — Nous dirons que sur un espace topologique T une fonction
aléatoire gaussienne X est déterministe, si 'ona : X(f) € V(G), VfeT,
VG ouvert non vide de T, V(G) étant le sous-espace de Hilbert engendré
par les variables gaussiennes X(g), g € G.

Exemple : Un processus gaussien stationnaire analytique (de covariance
analytique) sur R est déterministe.

THEOREME 8. — Soit L2(E, 1) un espace vectoriel de dimension infinie;
les fonctions gaussiennes @ accroissements homogénes et isotropes sont déter-
ministes si . est une mesure diffuse, et 1 < p <2.

Remarques. — 1° Si p = 2 la restriction p. diffuse, est sans objet.
20Si 1 < p < 2, il est facile de voir directement que L7 la fonction gaus-
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sienne définie par N(¢) = 7 est déterministe si et seulement si p est diffuse
(ceci vaut donc en particulier pour la fonction brownienne sur L?).

L’étude de ces cas particuliers se trouve dans [1/].

3° Dans la démonstration qui suit, les lemmes 6 et 7 sont inutiles si ’on
se limite au cas de ’espace de Hilbert. La démonstration est dans ce cas
une conséquence immédiate du lemme 9.

40 Si L?(E, ) n’est pas séparable, il suffit pour démontrer le théoréme
de le démontrer pour tout sous-espace séparable, il le sera a fortiori
pour L2(E, w).

Démontrons d’abord 2 lemmes techniques sur les espaces L?.

LEMME 6. — Soit L?(E, p), L2(F, v), 2 espaces de dimension infinie, la
mesure v étant diffuse. Soit & un sous-espace vectoriel de dimension finie,
de fonctions étagées sur (E, p). Soit f€§&, g une fonction étagée sur (F, v),
Ifl, = | glp Il existe alors une isométrie 3 de & sur un ensemble 3(8) de
fonctions étagées de (F, v), telle que 3(f) = g.

Soit
n n’
f= 27“1‘:’ &= 27‘1”13{,'
i=1 Jj’=1 !

Démontrons le lemme par récurrence sur n + n'.

Pour n + n’ = 2, il est évident. Supposons le lemme vérifié pour
n+n <k.

Soit

I'= inf
1<h’<n’

y
W, [ leu(B) < |y B} 2

j'=1

Soit C;, = By, défini par
-1
2 B = > [ (B} + [ 47 7. 9(Bp).
i'=1
Posons alors

-1
J(ln,) = Z lnl’., + 1c‘.',-
i'=1
Posant

.fl — z)\ilni’ &= )\;/(lsl’, — lcl’,) + Z )\}lln},.
i=2

’

Jj'=r+1
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On est ramené a construire J, avecn, +m=n-+n' —1 =k — 1 d’ou
le théoréme.

Remarque. — La restriction v diffuse est nécessaire pour construire Cy ;
nous avons vu qu’elle était aussi nécessaire pour la validité du théoréme.

LeEMME 7. — Si les fonctions f et g de LP(E, ), 1 < p < oo, vérifient les
conditions suivantes :

alflo=1legl,=1
blf—gl,=6>0.

Il existe une constante K(p, 0) telle que :

If+gl, <K(p, 6) <2
C’est une maniére d’écrire ’uniforme convexité de L2(E, p) (cf. [13]).

LeMME 8. — Soit ®(t) une fonction caractéristique telle que 6"(t) soit
singuliére I'n > 0 (‘i"\ désignant la transformée de Fourier de ¥). Si I’on pose

© ] — g-A-o@)P?
) A

— e~}

du(®) avec f :l o du() =1

21— o) = |

Alors ¢(t) est la covariance d’un processus gaussien déterministe (au sens de
Wiener) :

©] — 2e~* — g—Ma(1—®(NP/?
o(t) = f

X dp(»)

Posons :
2(1 — Y(2))2 = 271°(1 — D(1))?

Y(t) = 1 — 202-1 4 Zak(b"(t), o =0
k=1

=]

g(r) = Zoc,':CD"(t), o >0,

k=0
¢n(t) est donc une fonction caractéristique et on a pour tout n
~ ~
support {*(t) = U, supports ©(z).

La mesure de Lebesgue du support de @' est donc nulle. On a de plus :

Sy e e S YO
L= 2emh e 401 = | — 273 e >3, L0,
n=1



256 JEAN BRETAGNOLLE, DIDIER DACUNHA CASTELLE ET JEAN-LOUIS KRIVINE
On en déduit par intégration que :
~~ -~
support o(t) = U support {~(t),

doncg est singuliére, et le processus de corrélation o(f) est déterministe
d’apres le théoréme de Wiener [15].

LEMME 9. — 11 existe une fonction caractéristique O(t) telle que O(t) et
o(t) étant liées comme au lemme 8, on ait :

a) Le processus de covariance o(t) est déterministe.
b) lim ®(t) < 1.

t—>
©

En effet posons @(¢) = Z cos3£n (q? mesure de Cantor), @'(t) est
n=1

singuliére. En effet Pn est un produit infini de convolution de masses, et

d’aprés le théoréme de « pureté » de Jessen-Van Kempen-Wintner [14],

-~
@~ ne peut-étre que absolument continue, discréte ou singuliére.

On a :0<lim ®@¢) < 1, ce qui exclut les 2 premiers cas. Le lemme
résulte alors du lemme précédent.

Remarque. — Si p = 2, si ® est analytique, ¢ ’est aussi. On peut alors
prendre ®(¢) analytique, avec lim ®(7) < 1.

1=

Démonstration du théoréme. — Posons :

01 —— p—MP
N(t) = f 0 1—:_@0).

Soit H(#) le processus gaussien défini par :
E|H(@) — H(s) [* = 2C,(1 — (¢ — s)),

ol C, est une constante telle que E | H(¢) |? = 1 et ® la fonction caractéris-
tique introduite au lemme 9.

Soit f'€ L7(E, ), p diffuse, | f], = 1, soit g une approximation étagée.
de f, telle que | f— g |, < &1, &, > 0 donné.

Soit (€, £, P) I’espace de probabilité sur lequel est défini le processus H(z);
soit A(¢) une approximation étagée de la variable gaussienne H(z) telle que
| H(t) — h(®) |, < ¢’ (H, he Lr(Q, 4, P)).

Sur L?(Q, #, P) considérons la fonction gaussienne Y définie par
E[Y(k) — Y(k) |* = N(| k — k" | ») et posons G(t) = Y(H(?)); (Y(0) = 0).
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On a donc E|G(t) — G(s)|*=2(1 — ¢(t — 5)), ¢ étant la fonction
définie au lemme 8, G(t) étant déterministe, pour tout T >0, il existe,
Vn > 0 fixé, des constantes réelles A;, t;, i=1, ..., n(x, T), avec t; <0
telles que

E| G(T) — Zx,-G(t,-) < 2.
i=1

Comme lim ®(t) <1 (t > ), il existe T, < o et 6 > 0 tels que si
|t —s] > T, >0, on ait | H(t) — H(s) |, > 6.

D’aprés le lemme 6, si on désigne par & ’espace vectoriel de dimension
finie engendrée par les fonctions étagées h(t;)), (i=1, ..., n) et A(T), il
existe une isométrie 3 de & sur J(8) espace de fonctions étagées sur L?(E, 1)
telle que J(A(T)) = g.

Ona:

E(| XGD) — > WXEhE) | = EC| YRT) — > WY H)|

X(//z\) étant la fonction gaussienne définie sur L2(E, p) par

E(|X(R) — X(#) | » = N(|E— 7 |,)-
Ona:

[E| (YD) — D WY (1) — (G(D) — > KG(1) [

<[E| Y(H(T) — GO + | > E| MG — YChu) [
i=1 '

<(1+ (Z |2l NGy
E(| XG((T) — X(f) ) < N

soit

[EC| X() — inxa(hm») DT < NG+ N 1 + (Z |x k)]

i=1

b

w| o

Soit ¢ > 0 donné, T, fixe, choisissons A;, #;, de maniére 3 ce que 7 <

- 3
puis ¢’ tel que N1+ (> 12 ]1)'] < 5 = tel que N <5

i=



258 JEAN BRETAGNOLLE, DIDIER DACUNHA CASTELLE ET JEAN-LOUIS KRIVINE

D’ou le résultat :

Soit fo € LP(E, u), | fol, =1, € > O fixe, il existe une famille (A;, f),
finie, telle que A; € R, f; € LP(E, p) et

a) E|X(f) — DMX(f) [ <=

b) | fil,=1i=1,...,n
) lfi—=filp,=0—¢c6>0;i=1,...,n

11 suffit de poser J(i(t;)) = fi,i=1, ..., n.
Supposons maintenant la fonction gaussienne X(f) donnée dans la boule

de centre O, de rayon Kp(g) , avec Kp(g) < 2, constante introduite au
lemme 7. -
On a, en appliquant les propriétés a, b, c, & des fonctions translatées

Jo
de2,
1;i=1,...,n

o4
NNfi—filp=0—¢c0>0,i=1,...,n

p

@) E|X() — DNX(A | <=

i=1

b .
D il <Ky(5) <2ii=1,.m

. 0
La fonction X étant connue dans la boule de rayon K, (i) est donc connue
en tout point f, situé dans la boule de rayon 2, puisque I’on a

n(e)

X(f) =lim > MeX(e)
i=1

(limite au sens de L?).

Le théoréme est ensuite étendu & tout ’espace par homothétie.
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Remarque. — On peut rapprocher le théoréme 8 sur le déterminisme du
théoréme 7 qui montre que sur LP(E, p), | f — g |* est une distance de
type 2 (1 < p < 2). Soit J(L?) I'image de L7 dans L? par le plongement
associé, alors si p est diffuse, J(L?) est déterminé par ses valeurs sur la
boule unité de L2,
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